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жою ж‏ المقدمة w‏ پد پو 


بعد علم الاحصاء احدى الوسائل الهامة والحيوية .في البحث العلمي ذات اصول 


وقواعد علمية Ko‏ ن استخدامها في ميادين العلم الاخری التي تحتا ج لاصول وقواعد 
وقوانین الاحصاء من خلال جمع البيانات والمعلومات اللازمة وت وتوظيف تلك 
الاصول والقواعد .والقوانین في تحلیل تلك البیانات بهدف الوصول A‏ النتائج التي 
يهدف لها البحث.. ویعتبر علم الاحصاء بحد ذاته وسيلة ولیس غاية . وذلك يعني 
اکا وو اصول وقواعد وقوانین هذا العلم اينما وجد البحث العلمي سواء کان 
ذلك في مجال الاقتصاد . الزراعة . الصناعة: وغيرها من المجالات . وعلم الاحصاء 
كبقية w‏ م الاخری شهد تطوراً سریعاً وكبيرأ خلال القرنین التاسم عشر والعشرين 
مقترتاً بتطور نظرية الاحتمالات وعلم الریاضیات . ونتيجة لهذا التطور ئي اصول 
علم الاجصاء وطرقه وقوالینہ فقد ظهرت مسميات اخرى ليذا العلم اقترنت مع علوم 
اخرئ کالاحصاء الحيوي .الا حصاء الصناعی . الاحصاء الزراعی . الاحصاء الرياضي 
وغيرها : ` 
ویعد. موضوع الاخصاء الریاضی العمود الفتري للنظرية الاحصائية وأحد 
ار کانها الهامة ذات الصلة الوثيقة بالریاضیات .ویمکن عد الاحصاء الر ياضي کاحد 


فروع الر اج سر ھی و بتجهيز طرق واسالیب وقواعد تستخدم في 
تحليل الظواهر ذات الطاع العددي . وسابقا لم يكن هذا الموضوع يحمل هذا 
العنوان . الا انه وبمرور a‏ وزيادة عدذ القواعد والنظر يات الرياضية الممكنة 
الاستخدام Š‏ التحليل الاحصائي ادى الى عد هذه القواعد عد والنظريات على انها فرع 


من فروع الاحصاء بعنوان КИК]‏ اثرياضي . ان اي. تقدم' يحرز في مجال 


> 

الرياضيات التطبيقية له وقغ في رفد النظرية الاحصائية بطرق Ао,‏ 

جدیدة . وهذالك مجلات علمیة تخصصت في نشر البحوث والانجازات التي تعنی 

The Annals of Mathema tical Statisics, بالاخصاء الرياضي مثل مجلة‎ 

تصدر عن معهد الاحصاء الرياضي في امريكا ومجلة Journalofihe‏ 
اد 





American Statistical Association‏ التى تصدر عن اتحاد الاحصائین 

















الامیرکین . وغيرها . مما تقدم نلاحظ أن دراسة الاحصاء الرياضي تحتاج الى المام 
ده بل ا کو n‏ لوک ولس اسان سی 
سلاد می رتوا وموضوع. کا ونی زاس 
divergeny‏ المتسلسلات اللانهائية كما وان لنظريات الغاية Limit theorems‏ 
أهمية كبيرة في موضوع الاحصاء الریاضی وغیرها من مواضيع الریاضیات الاخری 
ذات العلاقة 


لقد تم صياغة الموضوعات الواردة في هذا الکتاب بالشكل الذي يضمن سهولة 
فهمها واستیدابها من قبل القاريء الذي افترضنا ان يكون .على المام جيد في 
الر یاضیات وكذلك في نظرية الاحتمالات على ضوء السقررات المحددة له فيدراسته 
الجامعية لهذين الموضوعین , هذا من ناحیة ومن ناحية اخرى فقد تم الاخذ بنظر 
الاعتبار ان تكون موضوعات هذا الکتاب مستوفية للمقررات المحددة لموضوع 
الاحصاء الرياضي فى اقسام الاحصاء فى الجامعات العراقية مع مع التوسع في هذه الفقرة 
او تلك بهدف انماء قدرات القاريء وفق مانعتقده مناسب فى سهولة فيمه لتلك 
الموضوعات التي تعتمد الاحصاء الرياضي كاساس لها مثل الاستدلال . القرارات . 
الدوال العشوائية وغيرها كذلك استيفاء متطلبات القاريء العام لهذا الكتاب كطلبة 
الدراسات العلیا مثلاء А,‏ لحاجة القسم لوجود كتاب منهجي يفي بالمقررات 
الدراسية لمادة الاحصاء الرياضي АДЫ)‏ الصف الثالث احصاء . فقد صدر Ай‏ عن 
مجلس كلية الادارة والاقتصاد الموقر المتخذ بالجلسة السادسة للمجلس بتاريخ ۲۵ / 
۱۰ ۹۸۸ المبلغ پالامر الاداري المرقم ۹/ “/ мез ۹۸۸ ۳ à ٦٦‏ 


بتكليفي Y‏ لیف هذا الکتاب 
يقع هذا الكتاب في ائني عشر فصلا . اختص الاول منها > مز لطرية 
المجموعات ونظرية الاحتمالات الهدف من ذلك تذكير القاريء بهاتين النظريتين 


j‏ حين تم التركيز في هذا الفصل على مفهوم المتغیرات 1 ودوالها. و 
. تخصيص الفصل الثاني لدراسة موسعة لمفهومي التوقع الرياضي والدوال المولدة 

للعزوم لاهميتها في فهم الكثير من الفقرات اللاحقة لهذا الفصل . وبغية استكمال 
خصائص دوال المتفیرات العشوائية эй‏ تم تخصیص الفضل الثالث لدراسة اهم 
المقاپیس الاخري ذات العلاقة بالتوزيع الاحتمالی کالمنوال والوسيط وغيرها . 
وتركزت دراستدا في الفصل الرابع في عرض واف لمنیوم التوزیعات المشتركة 


والشرطية وخصائص هذه التوزیعات واهم الامور ذات العلاقة بها. اما الفصل 
الخامس فقد اختص بدراسة شاهلة وافية لاهم اتو يعات الاحتمالية المتقطعة 
нш‏ ة الاستخدام في تطبیقات النظرية الاحصائیة . في حين اختص الفصل السادس 
شاملة لاهم التوزيعات المستمرة الشائعة СЯ‏ الفصل السايع في دراسة 

توزیمات دوال المتغيرات العشوائية مع استعراض لاهم الطرق المتبعة في استنتاج 
توزیعات هذه الدوال . اما الفصل الثامن فقد خصص لدراسة موضوعي اما 
والتوز یات المقيدة مع عرض واف لقانون الاعداد الکبيرة ومبرهنة الغاية المركزية . 
ونظرأ لاهمية توزيعات المعأينة في تطبيقات ارب سو وخصوصاً في 
موضوعي اختبار الفرضيات وفترات الثقة فقد تم تخصيص الفصل التاسع لدراسة اهم 
هده وبشكل مفضل مع عرض لاهم استخداماتها . وتم تخصیص الفصل 
شر لدراسة مفهوم الاحصاءات المرتبة وتوزيعات دوال هذه الاحصاءات . وبفية 
تعریف القاريء بنظرية التقدير واختبار الفرضيات فقد تم تخصیص الفصل الحادي 
عشر لدراسة موجزة لنظرية التقدير بنقطة والتقدير بفترة . واخيرأ فقد تم تخصیص 

الفصل الثاني عشر لدراسة موجزة لاختبار الفرضيات . 


لقد تم الاخذ بنظر الاعتبار وبهدف توسيع مدارك القاريء تعزيز کل فصل من 
فصول هذا الکتاب بمجموعة من الامثلة التوضيحية اضافة الى مجاميع من التمارين 
موزعة على فقرات كل فصل او في نهاية کل فصل 


اما يقتضي و جب الوفاء ان اتقدم بوافر الشكر والامتنان الى الدكتور عادل 
a‏ 7 عميد 9 آتشجیعه لتشجيعه تأليفي هنا الکتاب .2 له دوام الموفقية . 
كذلك اتقدم باسمی آیات ت الشکر والتقدير لکل من الدكتور عبد الجبار البرهاوي 
والد کتور سعد اسحق عطیة والدکتورة برلنتي جميل شمعون لما بذلوه من جهود 
قيمة في مراجعة مسودات الکتاب وتسجيل ملاحظاتهم بشأنیا واسجل شكري 
وتقد يري لسادة رئيس واعضاء مجلس قم الاحصاء لما قدموه من دعم معنوي طیلة 
فترة تأليفي هذا الكتاب . وتقتضي الامانة العلمیة ان اسجل وافر شكري وتقديري 
لكل من الاستاذ الدکتور قبيس سيد الفهادي المقوم العلمی للكتاب والدکتور عبد 
الوهاب العدواني / رئيس قسم اللغة العربية / كلية الاداب المقوم اللغوي للکتاب 
لمراجعتهم مسودات الكتاب وتسجيل ملاحظاتهم القيمة بشأنها متمنيا ليما دوام 
الموفقیة 











ولكاة افة العاملين i‏ مطبعة التعليم أ العالي è‏ الموصل اسجل ! بات 
الشكر والتقدير للجهود القيمة التي بذلوها في اخراج الکتاب متمنيا لهم الموفقیة في 
شيا جات 


أرجو ان اكون قد وفقت في اخراج هذا الکتاب بالشكل الذي يفي باحتیا 


القاریء العز یز وتحقیق الاهداف المتوخاة адь‏ خدمة لعراقنا العزیز . М.‏ من 
)2 
زملائی الافاضل مدرسي مادة الاحصاء الرہ یاضی مو افاتي بملاحظانهم القیمة لاغناء 


الكتاب فى طبعته القادمة ومن اللہ التوفیق 


жож × المحتويات‎ жож ж : 
المقدمة والمحتويات‎ 


الفصل الاول : مقدمة في نظرية الاحتمالات 
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٣۴‏ : الحوادث 
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الفصل الثاني : التوقع الرياضي والدوال المولدة للعزوم 
کر التوقع الرياضي 
CTAN‏ التوقع الرياضي è‏ حالة المتغیرات الہ تقطعة 
ات ۲ التوقع الرياضي في حالة المتغیرات الستمرة 
Y ١-۳‏ خصائص التوقع الریاضی 
۸-۱-۲ تطبیقات التوقع الریاضی 
+ ۲: الدوال المولدة للعزوم 
۱۰-۲۳ الدالة المولدة للعزوم حول نقطة الاصل 
ст‏ ۲-۷ الدالة المولدة للعزوم اللامركزية 
۴ : الدالة المولدة للعزوم المركزية 
٤ ٢ 5‏ : الدالة المولدة للعزوم المطلقة المركزية 
A TEES ТА.‏ الدالة“المولدة للعزوم العاملية 
۲ ٣ے‏ , الدالة المولدة الاحتمالية 
r 2۲ `‏ الدالة المميزة 
عن ۱ خصائص الدالة المميزة 
Y тҮ‏ تطبيقات 


تمارين الفصل الثاني 


الفصل الثالث : مقاييس اخری عن التوزيعات الاحتمالية 

١>‏ . المنوال 

© ۲ : الوسيط 

۰۳ ۴ الربیعات 

٤ . *‏ : العشیرات 
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,٦ -۳‏ معامل الاختلاف 

© ۷ , الالتواء 

۳- ۸. التفلطح 

٩ -۳‏ التوزيعات المقطوعة 
تمارين الفصل الثالث 
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الفصل الرابع : التوزيعات المشتركة الحدية . الشرطية ма‏ 


ма التوزیع المشترك‎ :١-٤ 
`o. دوال الكتلة الاحتمالية المشتر کة‎ sy وت‎ 
soy دوال الكثافة الاحتمالية المشتركة‎ : ۲-۱-۶ 
104 الدالة التوزيعية المشتركة‎ r ١ t 
`. EN اتوقعالرياضي‎ 4-1-4 
АП التباین المشترك ومعاملات الارتباط‎ ٥ ١-٤ 
۸ الدالة المولدة لعزوم التوزیعات المشتركة‎ : ۹ ۱١ t 
мл التوزیع الحدي‎ : ۲-۶ 


r -*‏ التوزیع الشرطی ۱۸۳ 
-٤‏ ۱-۳ الاحتمال الشرطی ۱۸ 





۲-۳-۶ الدالة التوزيعية الشرطية мА‏ 
ہے ظا ظا التوقع الشرطی وتطبيقاته 4 
٤ ٣ - ٤‏ : الدالة المولدة لعزوم التوزیع الشرطی 4۸ 
٤ -٤‏ ؛ الاستقلال التصادفی ve‏ 
٥ ٤‏ : مترانجحة کوشي ا شوارتز “ 

تمارین الفصل الرابع ٥‏ 


الفصل التخامس : التوزيعات المتقطعة النظرية ¥ 
۰۱-۰ التوزیع المنتظم المتقطع yyy‏ 


6 ۱ اع الدالة التوزيعية то‏ 
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عر الوط 2315 
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۽ _ ٠‏ : التوزیع الهندسي كحالة خاصة من NB‏ 











کی ЖЕУ ДА, ТК. r Ft‏ 
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الفصل السادس : التوزیعات المستمرة النظرية 





۰۱-۶ التوزیم المنتظم المستمر 
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٤ -٢ -5‏ : المنوالوالوسيط في التوزيع الطبیعی 
5 ۲ ه : تقاط الانقلاب والشكل العام لمنحنى دالة التوزیع 
5-5-5 : التوزیع الاحتمالي لتركيب خطي 
-٢ -٦‏ ۷: التوزيع الطبيعي المعياري 
٦ے -٢‏ ۸ : الدالة التوزيعية 
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5 4- ۲ : الدالة المولدة للعزوم حول نقطة الاصل 
_٦‏ 4- ۳, خاصة الجمع في توزيع МЗ‏ 
٤ -4 5‏ . خاصية التقارب من التوزيع الطبيعي 
о ٤-٠‏ المنوال Ыз,‏ الانقلاب 
5-4-5 .ء امثلة 
تمارین 
٥ -٦‏ : توزيع Чә‏ 
۱-۰۰۰ الدالة التوزيعية 
л‏ ه- ۲ الدالة المولدة للعزوم حول نقطة الاصل 
٠‏ ه ۳ المنوال ونقاط الاتقلاب 
٤ ٥ 5‏ الالتواء في توزيع بیٹا 
٥ _ ٥ _٦‏ : حالات خاصة من توزیع بيتا 
٦ ٥٦‏ امثلة 0 


YAY 
түг 


YA 
с 
ناس‎ 


۳۹۵ 


۳۹ 
۳۷۳ 
тує 
түл 


уу 


YAN 
YAL 
FA 
YAV 
TAY 


YAA 


تمارین | ۳۹۳ 





тч توزیعات مستمرة اخری‎ ء٦‎ -٦ 
vat توزیع كوشي‎ ١-5-5 
۸ التوزیع اللوغارتمی الطبيعي‎ :۲ -5 -٦ 
1 ) التوزیم السوقي ( اللوجستي‎ ۳ 5-5 
2 توزيع لايلاس‎ : 4 5-5 
14 توزيع واقبل‎ : ٥ ے٦‎ -٦ 
٩ توزیع پاریتو‎ : ٦-٦ -٦ 
£w ؛ توزیع کامبل‎ 2-6-5 
ar م : توزیع والڈ‎ -٦ -٦ 
tio تمارین‎ 

٩ منظومة توزيعات بيرسون‎ a ٦ ٢ 
ew التوزيعات المركبة‎ ,۷ - 
۸ توزيع ثنائی الحدين المرکب‎ :۱-۷ л 
۰ توزیع ثنائی الحدین - بيتا المركب‎ ۲-۷ -۰ 
{т توزيع پواسون المركب‎ : 5 -۷ ٦ 
to السابع : توزيعات دوال المتغيرات العشوائية‎ 2 
٥ , مر پیم دوال التغیرات العشوائية‎ 

١ _ ۷‏ ۱: الوسط والتباین لمجموع عدة متفیرات عشوائیة 1۳۷ 
з. -y‏ والتبا ير ن لحاصل ضرب أو قسمة متغیرین ٣‏ 
۷ ۲+ — مت التوزیعات باستخدام الدالة التوزيعية ۸ 
۱-۲۷ توزيع حاصل جمع ( أو الفرق بين ) متغیرین ۰ HEO‏ 
-٢ ү‏ ۲ توزیم حاصل ضرب وقسمة متفيرين нү‏ 
елу‏ 2 التوزيعات باستخدام الدالة المولدة للعزوم tos‏ 
-y‏ ات التوزیعات باستخدام التحویلات tor‏ 
“= : استنتاج التوزيعات المتقطعة باستخدام التحویلات tor‏ 
v ٤ _‏ : استنتاج التوزیعات المستمرة باستخدام التحویلات ۸ 
تمارین الفصل السابع 111 
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الفصل الثامن : المعاينة والتوزيعات المقيدة 


م ١‏ ؛ المعا د 

| المعاينة العشوائیة‎ :۱ ALA 

١-٨۸‏ ۲: المؤٹر الاحضائي والمعلمة 
۲-۱-۸ توزيع متوسط العينة وتبا ينها 
۸ قانون الاعداد الكبيرة 

2 وس وک جار متباینة E‏ 


тал‏ د پرهان قانون الاعداد الكبيرة 
Y ۲ ۸‏ مبزهلة الغاية المركزية 


аст _A‏ التوزیعات المقید 


ة والتقار ب التصادفي 


4۷1 


134) 


٣٢ 
سی‎ 
VE 
Үл 
ون‎ 
A: 
AY 
۸ 
٥ 
۹ 


от 
o. 
0.4 
° V 
٥ 
01۰ 
ом 
oy 
014 
۳ه‎ 
۳ 
افك‎ 
ох 
ھ٦‎ 
от 


o4 


٥ тА‏ . دوال ада‏ المقيدة 
تمارین الفصل الثامن 
الفصل التاسع , المعاینة من кыйлы‏ طبیعی وتوزيعاتك الدعاینقه'ه 
٠١-5‏ : توزیع مربع كأي 
۹۔ ۱۱ : تعريف 
ول A‏ ۲ اشتقاق دالة توزيع مربع كاي 
٠٣ a‏ الدالة التوزيعية لتوزیع مریع كاي 
٤ ١ -۹‏ : الدالة المولدة لعزوم توزيع مزیع كاي 
١-9‏ 0 , خاصية الجمع في توزيع مربع كاي 
,٦ ۱4‏ المنوال Ыр,‏ الانقلاب في منحنى دالة توزيع مربع کاي 
۷-۱-٩‏ الالتواء لتوزيع مربع كاي 
_١ -۹‏ ۸ ,: خاصية التقارب لتوزیع مربع كاي 
١ -۹‏ ۹ء توزیع الدرجة المعیار ية لمتوسط عينة من ( *6 مر ) لا 
١-۹‏ ۷ء توزیع تباین عينة مسحوبة من )002№ 
و ١-١‏ , استخدامات توزیع مربع كاي 
تمارين 
۹- ۲ء توزیع ستودیلت L=‏ 
١ -* ۹‏ . اشتقاق دالة توزیع t=‏ 
v‏ , الدالة التوزيعية لتوزيع 
= 


۱ 


_ ۴ : الوسط والت لتباین لتوزيع t=‏ 


:ین 


от )- المنوال ونقاط الانقلاب في منحنی دال توزیع‎ : ٤-٢ -٩ 








۹ ٢٥ء‏ عزوم توزیع “л t=‏ 
٦-٢ -۹‏ : الشکل التقاربي لتوزیع ع 5 
۹- ۰۷-۲ توزیع الوشر الاخصائی а Ja (х—н)!8‏ 
т ۹‏ ۸ : استخدامات توزیع от t=‏ 
y ke 2 BNR‏ المتوال ونقاط الانقلاب 8 دالة توزیع ۲ oot‏ 
٥ -۴ -5‏ . الالتواء في توزيع ‏ ۲ ооо‏ 
5 *- 5 . خاصية الانعکاس في توزیع - ۴ оол‏ 
-٩‏ ۰۷-۳ توزیع النسبة بین تبايني عينتين مستقلتین оол‏ 
тА‏ ۸ : استخدامات ы)‏ ~ ۴ 99۹ 
تمارین ٥٥ھ‏ 

BAJ: : ٤ -۹‏ بين توزيعات المعاينة o‏ 
۱-۰-۶٩‏ العلاقة بين توزيع ٢‏ وتوزيع F‏ اكه 
۹- ۰۲-۰ العلاقة بين توزيع F‏ وتوزیع مربع كاي 87 
الفصل العاشر : الاحصاءات المرتبة ۹ھ 
١-٠‏ تعريف القیم المرتبة s‏ 
-٠‏ ۲ : التوزيع المشترك للاحصاءات المرتبة ¥ 
— ۳ توزيعات الاحصاءات المرتبة 7 
٣٠‏ ۳ے ۹ التوزيع العام للقيمة المرتبة هلآ ovr‏ 
۰ ۳ ۲ : توزیع القيمة المرتبة الصغری لا ۹ھ 
сМ‏ ۳ توزيع القيمة المرتبة العظمى Ye‏ 0 
٤ ۳ ٠‏ : توزیع المشترك لاي قيمتين مرتبتين OVA‏ 
аот‏ مثال eva‏ 
٤ v‏ : توزیعات دوال الاحصاءات المرتبة 0۸ 
-٤ ٠‏ ۱ء تعاریف 54 
نے ا оду‏ 
-٤ ٠‏ ۳ توزیع المدى کہ 
٤ 4 ٠‏ : توزيع منتصف المدى 2 

Үү 


م / ٢‏ الاحصاء الرياضي 


٥ 4‏ : توزيع المدى القیاسی 
تمارين الفصل العاشر 


الفصل الثاني عشر : مقدمة في اختبار الفرضیات . 


`A 


۱ التقدیر بنقطة 

КК» 1 ات‎ а 

1١1ل‏ ۲ : عدم التحيز 

لا ١ے‏ ۳, الکفاءة 

١ ١‏ ؛ : التقد یر غير المتحيز ذو اقل تباین 

o ١-١‏ الکفایة 

۲ : طرق التقد پر 

۷ ۱-۲ طريقة الامکان الاعظم 

۰۷ ۲ ۲ طریقة التباین الاقل 

۰ ۳ : التقد یر بفترة 

٠١ ٣ -۷‏ فترة ثقة لمتوسط مجتمع ظبيعي 

۷ ۳ ۲: فترة ثقة لتباین مجتمع طبيعي 
تمارین الفصل الحادي عشر 


.١ -۳‏ مفهوم اختبار الفرضیات 

۲ ۲: الفرضية الاحصائية 

-٢ ۲‏ ۱: اختبار الفرضية الاحصائية 

- ۱۲-۲ فرضية العدم والفرضية البديلة 

۳ ۲ ۲ الخطأ من النوع الاول والثاني 
٤ ٢ л‏ : المنطقة الحرجة 

۳ ۵-۲ : مستوی المعتوية 

۷۲ ۲ 5 : قوة الاختدار 

Ф الاختبارات‎ ۳ ۲ 

۲ ۱-۳ الاختبار الاکثر قوة 

_٢‏ + ۲ الاختدار الاکثر قوة بانتظام 


OAR 


ه٤‎ 


2۹۹ 


`` 
Tt 
үу 
٩۹ 
w 
٥ 
үм 
۳۳ 
we 
٥ 
۳۱ 
AE 


ATA 
1۳۹ 
ме 
му 
14 
му 
ч 
141 


мА 
мА 


W‏ — : مبرهنة نیمان - پیرسون 
تمارین الفصل الثاني عشر 
الملحق (۱) : المصادر 
الملحق ( ب ) : جداول احصائية 
الملحق ( ج ) : مصطلحات رياضية واحصائية 


٥ 
wY 
мул 
АЛА 

141 


x. 





وی 


الفصل الاول 
مقدمة في نظرية الاحتمالات 


۶ 


probability theory‏ وھذا يعني أن الامر يتطلب الاما جيد 
الاحتمالات التي هي الاخری تستخدم نظرية الجموعات Set theory‏ والعمليا 
الخاصة بها . و بھدف تذكير القاريء بهاتین ن النظریتین tal‏ سوف نوجزھما 


بالفقرتین التاليتين . 


ان الاحصاء الریاضی في الحقيقة هو استکمال لنظرية الاحتمالات 
í‏ 


Set theory  تاعومجملا ۱س ۱ : نظرية‎ 


تعرف الجموعة بأنها جمع لاشیاء معينة وان هذه الاشیاء قد تکون اعداد او 
کمیات ( اوا ي شيء آخر ) تشترك بصفة معينة . على سبیل الال مجموعة الاعداد 
الزوجية الحصورة بين эш‏ 1 . مجموعة الحروف الانكليزية الصغيرة . اي 
2 8 . قائمة باسماء طلبة صف معين . مجموعة الحافظات العراقية . 
وغيرها من الامثلة . وعادة يرمز للمجموعة باحد الاحرف الانكليزية الکبيرة مثل 
.6۰ ويطلق على کل شيء معرف في الجموعة بالعنصر element‏ وهذا يعني ان 

۰ عبارة عن مجموعة من العناصر . غالبا مایتم حصرها بقوسین من الشکل ( ) 
للدلالة على المجموعة فمثلا مجموعة الاعداد ال لزوجية الحصورة بین 1,11 هي 
А = {2,4,6,8,10}‏ ومجسوعة الحروف الانكليزية الصغيرة هي 
{а 0, с, ..,2}‏ دق ی д‏ ء طلبة صف معين هي ( حیث x‏ طالب في 
الصف المعني (x:‏ = © . أن ترتيب العناصر داخل الجموعة من حيث سبق عنصر 
على آخر لايعني شيا ولا يؤثر على سياق تعريف المجموعة . ويرمز لعائدية اي 
عنصر لمجموعة معينة بالرمز 6 . فاذا کان × عنصر معرف  A‏ 
Ош‏ ۸6۸ وفیما يلى د بعض التعاریف والصطلحات التي سترد في هذه الفقرة : 


Үе 














: تعاريف ومصطلحات‎ : ١-١ -١ 
ان مجموعة کل العناصر التابعة: للمشکلة قید الدراسة تسمی بالجموعة الشاملة‎ 
وغالبا مایرمز لهذه المجموعة‎ . universal set ) or space ) . (او الفضاء)‎ 

: فان‎ 005 = {ab او © . وعلى فرض أن21,... يه‎ 8 > N 


Sub set : المجموعة الجزئية‎ ١ 
مجموعة جزئیة من 5 يسبب‎ А يقال أن‎ Жош А = ) افرض أن( 4 ب ,ط ره‎ 
محتواة في‎ A على بعض العناصر العرفة في 8 . ویعبر عن ذلك بالقول ان‎ А احتواء‎ 
مجموعة‎ В فان‎ Kus В = [ac] واذا كانت‎ АС و . ویرمز لذلك‎ 
. بسبب احتوائها على بعض العناصر العرفة فيه‎ (S وكذلك من‎ ( А جزئية فن‎ 

BCA يعني ان‎ Hag 


Equivalent sets المجموعات المتكافئة‎ m Y 
متکافئتان اذا كانت كل منهما محتواه في الاخری اي ان‎ Ср يقال المجموعتين‎ 
0>) ع كه‎ C = {е ба [ وحم وان « وعندئذ يقال ان 6-0 فاذا كانت‎ 

نلاحظ ان © محتواة في D‏ وكذلك D‏ محتواة في © 

. Empty set (null set) АШЫШ المجموعة‎ ۳ 


يقال ان مجموعة معینڈ هي مجموعة خالية اذا كانت هذه المجموعة y‏ تحتوی 


على اي عنصر . ويرمز لهذه الجموعة بالرمز $ 
m £‏ متممة المجموعة Complement of a set‏ 
لتكن a, b,c de Р)‏ { = #محموعة جزئية من 5 Ме‏ فان الجموعة المنممة 


الى ۲ . ولتکن Р‏ تمثل تلك الجموعة التی تحتوي على كافة العناصر المعرفة في 
8 الغير معرفة في ۴ Маз.‏ يعني انم - 5 ۶ اي ان (#ب أيطه)- F۴‏ 


т 


س فضلة المجموعة : :Set difference‏ 


لتكن hij}‏ و باه )دن له + оазе‏ معرفتین ق8. 
عندئذ تعرف فضلة H‏ على G‏ بانھا مجموعة العناصر العرقة a G à‏ 
H‏ ویرمز للفضلة بالرمز 0/14 . وهذا يعني أن арн = ) 8, fi‏ كذلك فاد 
H/G={K Lm}‏ 


` Union of the sets اتحاد الجموعات‎ ш 

لتكن( a, b, h, q, r h 1=) g, h, p, q, r, s‏ )> ل مجموعتين معرفتين في 8 . عندئذ 
تعرف الجموعة الناتحة عن اتحاد 1 مع ل بانها الجموعة المؤلفة من كافة العداصر 
المعرفة في 1 او في د او في کلیهما . ويرمر لاتحاد مجموعتین بالرمز لا . 
يعني أن }5 ,م بع ,طبه ) = ولا 1 


Intersection of the sets تقاطع الجموعات‎ 


لتکن( rs], K = (a,b,c, d,‏ ,و ,م ,4 ) = با مجموعتين معرفتین فی 8 Йәш.‏ 
تعرف المجموعة الناتجة عن تقاطع K‏ مع L‏ بأنها المجموعة المؤلفة من العناصر المعرفة 
في K‏ وق ob‏ ف ووو کس رر ھا سس ل سا 
يعني KNAL = {Фр}‏ وفي حالة عدم وجود عنصر واحد على الاقل معرف في كلا 
الجموعتین عندئذ فان التقاطع هو مجموعة ФАМ‏ ' 


ان العمليات التي تجرى على المجموءات كالاتحاد والتقاطع محكمة بقو 


وبدیهیات تفسر العلاقات بين الجموعات . وعلى فرض ان A,B,C‏ ثلاث 


مجموعات . عندئذ فان هذه القوانين والبديهيات تنص على ما يلي : 


لت قانون الا يرال -Commutative law‏ 
ان ANB=BNA , AUB=BUA‏ 
ب ‏ قانون الترتیب Associative law‏ 


أن عرار8 لاش = رعلا ۰۸۱۱8 ۸۱۱8۲۲6۱۶۱۸8۱6 


Ye 














>- قانون التوزیع Distributivelaw‏ 
ان 


وان 


۸۲۱۱8 6۱۸/8۱۱۸۲0 
و ناه‎ ПС) = (АЦВ) لاه‎ С) 


د ان 4 - (АЎ‏ أي أن متممة مجموعة مثل А‏ تمثل الجموعة۸ 
ه ‏ قانونا اللانمو idempotent law‏ 
اذا كانت А‏ مجموعة جزئية من 5 as‏ فان 
۸ - ۲۱۹ 8.4 - و АЈ‏ 
وان 9 = ۸,۸۲۱ هلاه 


و لتکن А‏ مجموعة جزئية من 5 . عندئذ فان 


AU A = ٩,۸۲۱ لئے عم‎ | 

وان =A‏ ۸-۸۲۱۸ لاه 
ز - قانونا دي مور کان De Morgans’ laws‏ 
لتكن AB‏ مجوعتین معرفتین في 5 . хе‏ 

ANBAN By = д U B° 


(AUBF= |‏ 
Z‏ ان فضلة А‏ على 8 تمثل الجموعة الناتجة من تقاطع A‏ مع متممة В‏ 
ای أن 

ي ان 


8/۸ = АЙ в 
желп مايتم استخدام مخططات توضيحية تسمی مخططات فين‎ Uig 
diagrams 


الهدف منها اعطاء صورة واضحة: عن العمليات التي تجرى على 
الجموعات . وفيما يلي بعض من هذه المخططات التی توضح بعض مما سبق 











پا وج مت | 


۲ : الشكل الختصر في التعبير عن الجموعة 


تصادفنا Н‏ احوال کثبرة مجموعات لایمکن حصر كافة عناصرها عما gum‏ — 
الامر البحث عن شکل آخر يمكن من خلاله التعبیر عن هذا النوع من الجموعات . 
فمثلاً لو كانت А‏ تمتل مجموعة كافة الاعداد الحقيقية غير السالبة بة فأنه من السعوبة 
حصر كافة عناصر ھ. علية وتفرض أن × يمثل اي عنصر في А‏ (اي (хед‏ 
е‏ التعبيرعن الجموعة۸ بالشکل [ 0 < b А = {xix‏ كانت 8 مجموعة 
كافة الاعداد الصحيحة الفردية الموجبة عندئذٍ يمكن التعبیر عن 8 بالشکل ( 
عدد صحيح فرذي موجب: × ) = 8 ويلاحظ من هذين الثالين أن الرمز x‏ هو رمز 
مميز لاي عنصر ينتفي للمجموعة دون الحاجة الى ذكر تفاصيل المجموعة . 


وفيما يلي بعض لتعابير والمصطبلحات عن الجموعات 0 يتم الاستفادة منها 
عند دراستنا 2 جا العشوائية ودوالها في الفقرة )\— 


سر الجموعة النتهية : Finite set‏ 


يقال ان الجموعة А‏ مجموعة منتهية اذا كان عدد عناصرها مساو الى n‏ , حیث 

sag n‏ محدود , او انها مجموعة خالية:. وفي غير ذلك يقال ان А‏ مجموعة غير 

infinite set L‏ ۰ فمثلا للجموعة ( 2,4,6,8) = ۸ هي مجموعة منتھیة 

۰ پسیب. Му)‏ علی эде‏ محدود من العناصر. في حين ان المجموعة 

SEES‏ = 8 والجموعة (4 > « > 0:×) = C‏ مجموعتین غير منتويتين 
يب اوقا على عدد تیر متت( غير جدود ) من ناه 


* . الجموعة القابلة للعد : Countable -set‏ 


يقال ان المجموعة А‏ قابله للعد اذا امکن. عد ( ملاحظة)عناصر هذه المجموعة . 
وف غير ذلك يقال ان А‏ مجموعة а‏ قايلة للعد ' uncountable set‏ . فمثلا 
المجموعة ( .. ,1,2,3) = A‏ والمجموعة }2,4,6,8{ = В‏ مجموعتان قابلتان 
لتق Q>‏ ان المجموعة (6 > > (x:0‏ = © والمجموعة 
D = )*:0 > × > o0 }‏ مجموعتان غير قابلتين للعد . 


۸ 





مثال (١):افرض(5:,6,7.8,9,0,11/2,‏ 2,3,4 = {кіх‏ =۵ وان كلمن 
,6 مجموعة جزئية معرفة في © بحيث ان [5 > 5:) = ۵ 


(4 < :)9( عدد زوجی: × بای ۱۰ عدد فردي (x;‏ = عند فان 


А\В={х:х=2,3,..‚12}=0 

x=2,3,.., 2) = Q‏ ہمہ 

BUD = {х:х=3,4,..,12} 

Е х= 4 ,А ПС = {x :x =2 ,4(:۸ ]( ۲ = 


Хх:х=3} 
1 


BC = (x: x= 4,6,8,10,12}, 8۲۱ ظ‎ {x:x = 5,7,9, 11} 
اود ای رد سخ بیو‎ 11,12( 
кай ×:×< 5( ](1* عدد زوجي:‎ x) = {xx= 6,8,10,12} 
(AU ру r: X= 6,8,10,12},(8 0С) = {x:x =2,3} 
)8 )[ “زه‎ = {x:x =2,3,4,6,8,10,12} 

(АОв С = фА Ов ЙСуУ = {х:х 23,61 
(AUB) ру ۵ Dy = C 


مثال (x)‏ : افرض أن[ 0 < ۰:7 )22 وان كل من © ,8 , 4 مجموعة جزئية في 
Q‏ بحیث ان ={к:х<6},В={х,2<х<17},А A=íx:x>5)‏ 
Jue‏ فان 

={xix>5}] = (xix < 5} 

B= {X:2 <x > 7 دک(‎ {хіх > 2,2 >7} 

{АШ Ву = {x:x <2}, {BUCF = {x:x >7} 

(ABF = {xix > رد5‎ >7} 

(AUBJNC = {x:2 <x <6}{AUCJ NB هع‎ 

(BOCJUA = {х:х>2),А NB NC = {x:5 <x <6} 


مثال (؟ ) : افرض оо)‏ « > مه - :× )=0 وان( 8 > {хіх‏ عشول( эдек‏ 


. عندئد فان‎ B= (x صحیح موجب:‎ 
ANB = {x:x=1,2,3,..,8} 


۹ 





لاحظ ہ هنا انه رت وان 8 غیر 
فان سر ور 
хїх<8,х=9,10,...}‏ ولا 


А©ГЇв = {ха علد طحي و‎ же 


probability theory نظر ية الاحتمالات‎ 5 = Y. 


کا ا یکل жы‏ لطرية фо los‏ ھنم تر ال ca‏ 








ватре space فضاء العینة‎ 





ان من اتا الک جرب بای سینة تسي مضه الم . حیث 
Eo‏ شرنا لهذا الفهوم في الفقرة -١(‏ ۱-۱) ورمزنا له بالرمز ©. ویقصد 
پالتجربة العشوائية بانها تلك التجربة التي لايمكن التعرف على نتائجها الا بعد 
ها ..فمثلا ير تچربة رمي قطعة نقود منتظمة نلاحظ وجود نتيجتين ممکنتین 
3 :هما ظهوږ صورة_أو, ظهور RUS‏ يعد رمي القطعة واستقرارها . ول RIN‏ 
رمي زهر نرد منتظم نلاحظ وجود نت نتائج ممکنة فقط هی6, 4:5 :3: } 
رمی زھر النرد وامتقزارہ . اما في تجربة رمي زهري نرد منتظمتین فان عدد 
یں وت د وه د ل « نتيجة "outcome‏ ممكنة لتجر بة 















سی Events е‏ کہ 


ان ایة مجموعة جزئیة معرفة في СЕЕ О‏ 0 هئ زگ 

نرد فان الجموعة, الجزئية( 6 , 2,4 (x: х=‏ = هتمثل, حادثة معرفة في © . وق 
تجربة رمي زهري نرد وبفرض أن × یمثل bas эзе‏ الظاهرة على وجه الزهر 

الاول و پر تبثل, عدد النقاط الظاهرة على وجه الزهر الثاني فان الجموعة الجزئية 

ы; В = {(х,у):б<х+у<9}‏ حادثة معرفة في Q‏ وان 


۳ 


С= {(х,у):х+у> 7)‏ تمثل حادثة اخرى معرفة فی © + كذلك فان 


UC = (my):6<x+y<12)‏ وهي ايضأ حادثة معرفة في © وكذلك الحادثة 
(9 ۱6 > آ:(ی«)) = ВПС‏ 


ان فئة كل الحوادث المكنة التعریف في تجربة عشوائية تسمی « فضاء الحادثة 
2.6 . كذلك اذا А,В м‏ حادئتین معرفتین فى © faus‏ يقال ان 
هاتين الحادثتين متنافيتا mutually exclusive events‏ اذا کان وقوع 
احداهما يمنع وقوع ی وهذا يعني انم = NB‏ ۸فمثلا حادثة ظهور صوره 
عند رىي من ka,‏ تمثل йш. ы»‏ مع ان ظھور کتایة أي أن كل 
منهما پخ تماما ظهور الاخرى . كذلك يقال ان نتائج تجربة عشوائية معينة 
تمتلك i‏ نفس. الفرصة فى الوقوع equally likely outcomes‏ اذا لم يكن 
هنالك سبب لتفضيل نتيجة على أخرى . فمثلاً عند رمي قطعة نقود منتظمة مرة 
واحدة فان ظهور الصورة او ظهور الكتابة هي ذات Š‏ نفس الفرضة في الوقوع . وعند 
رمي زهر نرد مرة واحدة نلاحظ ان ظهور اي وجه من أوجه الزهر يبتك فرصة 
مماثلة لظهور اي وجه آخر . 


Definition of probability تعریف الاحتمال‎ : ۳-۲ ۱ 


افرض ان عدد النتائج المكنة في تجربة عثوائية هو n‏ من اللثائج التنافية وذات 
نفس الفرصة في الوقوع وان" „тп,‏ هذه النتائج ممکنة الوقوع في حادثة معينة 
مثل A‏ معرفة في © عندئذٍ فان «احتمال حدوث 4 ۰. ويرمز له بالشکل 
P. (A)‏ او P(A)‏ معرف بالاتی 8 
Р(А)=Р(Аў=Р = 1.‏ 


е,‏ الى م على انه احتمال تجاح وقوع الحادثة А‏ في حين ان احتمال 
فثل وقوع Nasg POM ya A‏ يعني Pol‏ !سه فمثلاً احتمال ظهور الوچه الذي 
1 1 
يحمل نقاط عددها 4 في تجربه رمي زهر نرد هو 
لل x=4)=‏ )رھ Pe‏ كذلك فان احتمال ظهور الوجه 4 أو الوجه 6 هو 
1 


9737 


2 
.P,(B) = Р, (х = 4016) دع‎ 


۳٢ 


сез‏ من التعر یف اعلاه أنه و $ حساب احتمال حدوت ۸ آن يكون 
عدد النتائج п EKA‏ عددا محدوداً finite‏ وق غير ذلك لايمكن حساب 
الاحتمال . ان هذا التعریف للاحتمال هو تعریف گلاسیکی , وهتالك تعریف آخر 
له یسمی « الاحتمال الاحصائي » او у‏ الا حتمال التجر تتجر يبي » الذي بسند الى تفسیر 
التکرار النسبي relative frequency‏ لتجربة معينة کررت بعدد من الرات 
и P.‏ وان عدد النتائج الممكنة للتجربة غير محدود . وبفرض أن эде‏ 
ت تکرار د د تس ку‏ ات الاختال على أنه غاية النسبة 
عدد i‏ حدوث الحادثة А‏ وعدد مرات التکراز . وبفرض ان n‏ تمثل эде‏ 
مرات تکرار التجربة وان m‏ تمثل عدد مرات وقوع الحادثة А‏ عندئذ فان احتمال 
وقوع ۸ هو 


Р, (А) = lim —— 
азо # 


فمثلاً لو كانت ۸ تمثل الحصول де‏ الوجه 4 في تجربة رمي زهر نرد وبفرض 
أن هذه التجربة كررت بعدد كبير من المرات عندئذ ووفق Ма‏ التعریف فان النسبة 
مابين عدد مرات ظهور الوجه 4 وعدد مرات تكرار التجربة بقترب من سل .اي 
أنه عندما P(A) =P (x =4) опоо‏ 


اشاب : بد پیات الاحتمال Axioms of probability‏ 


أن مقیاس الاحتمال ‏ لحادثة معينة مثل А‏ معرفة في © يمثل دالة ذات قيمة 
حقیقة  real- valued function‏ معرفة. في الفترة [ 0,1 ] وتحقق الشروط 


التالية , 


اپ ان و > 0>۴ Маз‏ يعني ان احتمال وقوع اي حادثة مثل A‏ معرفة فى © 
تتراوح قيمته مابین الصفر والواحد . وعندما تكون 1 فذلك يعني ان الحادثة 

А‏ مؤكدة الوقوع . كالقول « ماهو احتمال الحصول على كرة حمراء من صندوق 
يحتوي على خمس کرات حمراء متجانسة ؟ » ان هذا الاحتمال مساو للواحد 
بسبب ان كافة الکرات حمراء اللون ۔ وعندما تکون0 = ۳ فذلك يعني استحالة 
وقوع А‏ , كالقول « ماهو احتمال الحصول على 55 .سوداء من صندوق يحتوي 


¥ 





дё‏ خمس کرات حمراء ؟ » ان هذا الاحتمال مساو للصفر يسبب عدم وجود 
كرة سوداء في الصندوق . 


أن رو )م. وهذا يعني ان احتمال حدوث الفضاء مساو للواحد كالقول 
« ماهو احتمال الحصول على وجه يحمل على الاقل نقطة واحدة في تجربة رمي 
زهر نرد ؟ » واضح ان هذا الاحتمال مساو للواحد بسبب ان الحادثة هنا تمثل 
ظهور أي وجه من اوجه الزھر . 


3 


۳ ان احتمال اتحاد عدد من الحوادث التنافیة العرفة فى © مثل ,А,,...‏ بش هو 
Y‏ سي و $ 2 و 
مجموع احتمالات هذه الحوادث . اي ان 


(ط) 8 = РА, ЈА, U...)‏ 
واذا كان عدد هذه الحوادث محدود ومساو ا یہ Эм‏ فان 


Р (АРМ A, U لا‎ A= Y P, CA) 


i=1 
هذه البديهيات الثلاث تسمی بديهيات الاحتفال التي من خلالها یمکن‎ 
А,В تحد ید مفهوم الاحتمال . واستداداً لهذه البدیهیات ولاي حادئتین‎ 
: معرفتین في © فانه‎ 
P, (A) <Р, (В) ۸عندئزِ‎ CB ۔ اذا كانت‎ 
P(Af]B)= Р,(ф) =0 اذا كانت يده [/وعندئذ‎ - 


Р, (А ЈА) = РА) + Р,(Аб) = 1 ХВ اذا كانت “م‎ _ 


Addition rule of probabilites قاعدة جمع الاحتمالات‎ : о ے٢‎ س١‎ 


لتكن В‏ , ۾ أي حادئتین معرفتین في © فان 
Р, (А (+۴, (В)— ۴۸۸ NB)‏ درق زاها),م 
واذا كانت 8 , ۸ متنافیتین فان " ره و + P (AUB) = РДА)‏ بسبب ان 
0 - رھ (۱ ۶۱۸ 


م ۲ الاحصاء الرياضي ут‏ 


مثال (۱): في تجربة رمي زهر نرد فان : 
Р,(х - 2,4,6( + Р(х 4,5 ,6(‏ = (4 > أو« عدد زوجي : ×) ,۴ 


= (x =4,6)= — 


كذلك فان 
Р(х<25х>3)=Р,(х<2)+Р,(х>4)‏ 
و ہے 3 5 2 _ 
6 6 6 


٦ س٢ ١‏ : قاعدة ضرب الاحتمالات 
Multiplication rule of probabilites‏ 


افرض ان 8 , ۾ اي حادثتین معرفتین فی ۾ . عندئذٍ يقال ان A‏ مستقلة عن 8 

اذا وفقط اذا کان (),۶۔(ھ۶,)۸-(8٦] (А‏ :۶ وف غير ذلك يقال ان A,B‏ 
معتمدتان وھذا يعني ان وقوع ۾ مرهون بوقوع 8 وان وقوع В‏ مرهون بوقوع А‏ 
ومن ذلك نستشف ان وقوع اي من هاتين الحادثتین مشروط بوقوع الاخرف . فاذا 
فرضنا ان A‏ سوف تقع Uk‏ ان 8 قد وقعت . ويرمز لذلك بالشكل ۸|8 . فان 
احتمال وقوع A‏ فی هذه الحالة Пур А |В) за‏ الاحتمال يسمى ٠‏ الاحتمال 
الشرطي conditional probability ٠‏ اي احتمال وقوع А‏ علماً ان В‏ قد 
аи‏ فان احتمال وقوع A,B‏ معأ اي احتمال التقاطم ) هو ؛ 


ПВ) = Р, (А |8). Р, (В)‏ ۱۸ء۶ 
وعلى هذا الاساس یعرف الاحتمال الشرّطي للحادثة ۸ علما ان В‏ قد وقمت 
У‏ کالاتی : 


РДА 8 
PAA ПВ) p رهزم 0,۳ <رم‎ l 


— ——— P (B)>0 
P,(B|A) = PIA) 8 P(B) (B) 


ویلاحظ مما تقدم اذا كانت 8 مستقلة عن А‏ فان 
Р, (А |В) =P, (A), РВА) = P (B)‏ 


YE 


× في تجربة رمي زهري نرد احدهما احمر اللون والثاني ابیض وان‎ : ) ۲ ( Jo 
النقاط الظاهرة على‎ эле у تمثل عدد النقاط الظاهرة على وجه الزهر الاحمر وان‎ 
وان‎ А وجه الزهر الا بیض بعد استقرارهما. ولتكن (4 > و + «:(و,د))ع‎ 


, عندئز فان‎ В = {(х,у):х=1огу=1} 


ANB = {(х,у):(х,у)=(1,1),(1,2),(1,3),4(2,1),{3,1)} 
: كذلك فان‎ РАП в). وهذا يعني ان‎ 


В={(х,у):(х,у)=(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6) 
42,1),{3,1),(4,1),(5,1),(6,1)} 


; ЕТ 
, وهنا يعني ان‎ ۰ Р,(В) = فاذن سي‎ 


P(A IB) 5 
P,(A|B) = ہی وعم‎ “ЛГ 


وحيث اننا بصدد التکلم عن الاحتمال АЙ‏ طي نری من الضروري ذکر بعض 
الشيء عن نظرية بیز Baystheorem‏ التي تنص على مایلی : 
افرض ان © يمثل فضاء العينة لتجربة معينة وانه ОКА‏ تجزئة هذا الفضاء الى 
عدد من الجموعات الجزئية ( حوادث ) النفصلة pAg- Ap J,‏ هبحيث ان0 هلا 
وان ۶,)۸(<0 Sae‏ ولاية مجموعة معينة مثل A‏ معرفة ق 2 بحیث آن0 < PAA)‏ 
فان : 
ÊLA). PALA)‏ = روربم 
У P (A). P (АЈА)‏ 


fa 

















الشکل (тл)‏ تجزئة الفضاء Q‏ 


(Y) J‏ پوجد ثلاثة صناديق هي а,Ь,с‏ الصندوق а‏ يحتوي على ست 
کرات ثلاث منها حمراء واثنين سوداء والاخری بيضاء . الصندوق b‏ يحتوي على 
ارخ کرات واحدة حمراء واخری سوداء АА),‏ بیضاء الصندرق с‏ يحتوي على 
ثنتى. عشر كرة ثلاث منها حمراء وخمس سوداء والبقية بيضاء . اختبر احد هذه 
зый‏ عشوائيا وسحبت منه كرتان ولوحظ ان احدھما بيضاء والاخری حمراء . 
ماهو احتمال ان هائین الكرتين مسحوبتان من الصندوق. а‏ الصندوق b‏ الصندوق ç‏ 


الحل : افرض أن A,‏ تمثل Gs‏ اختیار الصندوق هب4 تما حادثة اختیار 
الصندوق b‏ ,۸ تمثل حادثة اختيار الصندوق с‏ وافرض أن А‏ تمثل حادثة 
اختیار کرتین من صندوق معین سی ات | ان احذاهما پیشاء والاخری حمراء де.‏ 
لب (A)‏ ھ = P, (A, ) =P, (А,)‏ واذاکان السحب قد تم من الصندوق #عندئذ 


Gs 1‏ اتا 
| لا = Р, (АЈА)‏ 





و c$‏ 
واذا کان السحب قد تم من الصندوق b‏ فان 


c.c! 


1 
سوا = ہہ = P.(A|A,)‏ 


y4 

















(SEKE 2 
P (А |A; ) = 121 = — 
„(А ون (ي|‎ її 
عليه فان‎ 
з 1 1 r j ل3‎ 2 
2 Р,(А,).Р(А|А,) هو‎ S ату 
ے‎ 18 
495 
وبذلك فان‎ 
33 55 30 
Р, (А, [А) = ,جع‎ Р.А. (А) = =, РАА) = سن‎ 
3 ў 
У Р, (АА) = P, (8) = 1 واضح من هذا الثال ان‎ 
{=з ٢ 





Yy 








تمارین 


а‏ ل ا 


0١-١‏ لتكن وھ رھ مجموعتین معرفتين Š‏ © . جد JIA ПА, АА,‏ حالة 


من الحالات التالية : 

A = {х:х= 0,1,2,3,4,5}, A, = (x:x=2,4,6,8,10) —! 
A = {х:х= - و1‎ - 2,-3( , A = {XX = -1,-2,0,1)- ب‎ 
А, = {K:2 > ۶ <6} , A, = {x:4 <x > 10۱ == 
A, = {x:2 <x < 10} , Ау={к:х=2,4,6,8} ۰ے‎ 
: ازاء الفضاء © لکل ممايلي‎ A جد متممة المجموعة‎ :۲ -١ 

Q={x:x=0,1,2,..,0} و‎ А={х:х>10} -\ 
Q={x:x=3,4,5,6,7,8}, А = {х:х= 4,6,8} با س‎ 
Q={x:x=0,1,2,..} ‚ А={х:х<4} == 
Q={x:x>0} , А={х:2<х<10} = 


-١‏ ۳: استخدم مخططات فين لتوضيح العمليات التالية ؛ ؛ 


(A, UAN А, (A П A) ЈА, ,(А, ПА,) ШКА, ПА) 
(А, П(А, ЈА, )У, (А, U (A, ПА, (۴ 


-١‏ 4: افرض ان 


{xix =1,2,..,15)‏ = ف وان 15 ,1,2 = وځ P,(x=i)=‏ 
جد احتمال حدوث كل حادثة ممايلي : 
X‏ عدد زوجي . X‏ عدد فردي ,۰ 4 < 14,۶ > ×> 8,5 > × >1 
x‏ عدد يقبل القسمة على 3 . × عدد يقبل القسمة على 3 أو 5 . 
کزعدد يقبل القسمة على 2 ,14,4 > 2 +×,6 < 1 -*. 
١‏ هالمسعطيات السؤال (a  1(‏ وبفرض ان( 8 > ‚Ау = {хіх‏ 
{х:2 > > 7(۵ )۲:6 > <10}‏ = يخ . جد 


Р(А, (يف لاية نا‎ , P(A, A, ی۸ا‎ ( | 
YA 


уз 
n 


25) 


پات 


ام ۸ : 


.P.(A,)=1-P 


С! 


1 I 
برهن أن‎ вА) = 1 - وان ,... 1,26 > 0,1 < ورك‎ 


لتكن Ar Âs‏ رھ ثلاث حوادث تنص بان البطارية المسحوبة عشوائيا 
من وجبة انتاج معينة كانت منتجة من قبل احدی المكائن الثلاث 
۰ وافرض ان الحادثة ۸ تنص بان هذه البطارية معيبة. لیکن 
P(A) 038 . P,(A,) = 5 -P (А) = 020‏ وان 
P,(A| 4j) = 002, P, (А [А,) = 3 ‘P,(A|4,) = 5‏ . 
ماهو احتمال ان هذه البطاریة قد انتجت من قبل الماكنة ۾ . الماکنة 
طا, الماکنةه 


+ عند رمي زهري نرد مرة واحدة ماهو احتمال , 

ان مجموع النقاط الظاهرة على وجهيهما اكبر من 8 علماً ان عدد النقاط 
الظاهرة على وجه احدهما هر6 . 

ان مجموع النقاط الظاهرة على وجهیهما اقل من !! علماً ان عدد النقاط 
الظاهرة علی وجه احدھما هو 5 أو 6. 


اذا علمت ان 0 < ص 
1 


P(A)= Р, P,(A |А,) === P, (A| An) =1 


P.(A,|A)=‏ ثم جد 


mP 7 
TE یا‎ сту S S 


P.(A,|A) 


٠‏ افرض أن ЗЗА , 4 , ... А,‏ حوادث مستقلة معرفة في © . فاذا کان 


РГА). P (A). P (А) = عات‎ P(A, ÛJ A, Ц... ЧА) 


a’ 





1 
P (UA) -1- 7071‏ 
2 8 
اذا کان لحا > Р,(А|В)‏ برهن .P,(B|A) > P(B) О‏ 
اذا کانت А,В‏ حادثتین متنافیتین معرفتین ë‏ © وان 
Р, (А)‏ 
| رو اہ ہے а‏ تی ہے 
АЦВ) > 0‏ تدع о‏ ری ع P. (A|AU В)= gC)‏ 
اذا كانت 8 , هحادثتين مستقلتين معرفتين في © . برهن ان 
(#),#.(کض), - 1 .P(AUB)=‏ 


۹ 














Random variables المتفیرات المشوائية‎ : ۳-۱ 


ان نظرية الاحعمالات لاتختص بقیاس احتمال وقوع حادثة معينة فحسب М‏ 
ايضا في تكوين نموذج رياضي mathematical model‏ يوضح سلوك ظاهرة معينة 
تتصف بالصفة العشوائية randomness‏ التی تعنی انه لادخل للباحث في تحديد اي 
йз ызыр‏ التجربة МЛ,‏ تتحدد وفق الظروف المحيطة بتلك التجربة . فعند 
رمي زھرنرد فان الرامي لايعلم مسبقاً بالوجه الذي سيظهر وانما يتحدد ذلك بعد 
ыў ушы‏ . الا ان الرامی يمتلك معلومات مسبقة عن النتيجة التي ستظهر وهي 
احد الاعداد ( 6 5 4 3 2 1). وبفرض ان الوجه ذات العدد 4 قد ظهر فذلك 
بمثل نتیجة لهذه التجربة لادخل للرامى في ظهورها او ظهور غيرها . وهنا يعني ان 
ظهور هذه النتيجة او تلك هو امر محتمل . ان اية خالة ممائلة لهذا المثال تتصف 
بصفة العشوائية تسمى « تجربة عشوائية “random experiment‏ ۰ وفق هذا 
المنظور فان الامر يتطلب صياغة وصف رياضي او نموذج رياضي يتصف بطابع 
احتمالي یفسر سلوك الظاهرة او مجموعة الظواهر قيد التجربة . | 


Definition of random variable ۳ے ۱ : تعریف المتغیر العشوائی‎ ے١‎ 


كما سبق ذکره اعلاه فان نتائج ایة تجربة عشوائية تتحدد وفق الظروف 
التجريبية المحيطة بها وان ننائج هذه التجربة سوف لن تکون متشا بهة فيما بينها 
وانما ستكون تتائج مختلفة ( لاحظ تجربة رمي زهر النرد ) . فاذا رمزنا لاية نتيجة 
میکنة للتجربة بالرمز © وللشيء المطلوب من التجربة بالرمز ×( مثلاً في تجربة 
رمي زهر نرد وملاحظة « عده النقاط التي ستظهز بعد استقراره » یمکن ان نرمز 
لهذه العبارة اجمالاً بالرمز × او اي رمز آخر . واذا کنا بصدد دراسة تاثیر نوع من 
يادة « انتاجية الدونم الواحد من الحنطة » يمكن ان نرمز لهذه العبارة 


الاسمدة في ز 
بالرمز × ) . وهذا يعني ان لکل نتيجة من نتائج التجربة « هنالك оде‏ حقيقي 
ره )× معرف في فضاء العينة © لتلك التجربة . وهذا يعني أن کل عدد حقيقي 
مٿل Xlo)‏ هو عدد معرف لكل OER‏ مما تقدم يمكن صياغة التعريف 


التالی : 


أفرض ان © يمثل فضاء العينة لتجربة عشوائية . ان اية دالة ذات قيمة حقيقية 


а О  ةفرعم real- valued function‏ یا معرفة في R‏ . حيث R‏ تمثل 


+. 





حقل الا slac‏ الحقيقية , تسمی متغير عشوائي Я‏ وهذا یعنی ان المتفير العشوائي 
جریم یی . كذلك یمکن صياغة تعریف آخر للمتفیر 
المشوائي وهو الا 


لیکن © فضاء العينة لتجربة عشوائية . ان المتغیر العشوائي X‏ هو الدالة 
التي تخصص لكل نتيجة ممکنة مثل 690ھ القيمة Х(ф)‏ فى المجموعة E‏ 
حيث ECR‏ . عليه فان š Es Х(Ф)‏ في الحقيقة عدد حقيقي يعبر عن قيمة 
المتغیر المشوائی×عند نتیجة معینة للتجربة مثل © . ويمكن التمییز بين نوعين 
رئیسین من المتفیرات العشوائية التي سترد فى الفقرات والفصول اللاحقة هذين 


النوعين هما : 


) المتغير العشوائي المتقطع ( المنفصل‎ : ۲ me 
Discrete random variable 
متغير عشوائي متقطع اذا كان فضاء العينة © مجموعة قابلة‎ X يقال ان‎ 
سواء كانت مجموعة منتهية ام غير منتهية او بمعنی آخر فان ایة‎ Countable Set للعد‎ 
. عشوائیاً متقطعاً‎ П, دالة ذات قيمة حقیقیة معرفة على فضاء عينة متقطع تسمی‎ 


مثال :)٤(‏ فی تجربة رمي زهر نرد . ان مجموعة القيم الممكنة لهذه التجربة 
المجموعة [ 6 ,5 ب4 ,3 ,2 ,1 = юх‏ )حکالقابلة للعد . فاذن × متغیر عشوائي 
مثال ۰۱ ) ) : افرض أن × يشير الى عدد البطاريات المعيبة في وجية انتاج مؤلفة 


من اعدد کر من ن البطا ریات 5 واضح هنا أن ( .. .,0,1,2 x=‏ :)سل مجموعة قا بلة 
للعد برغم کونها مجموعة غير منتهية . فاذن X‏ متغیر عشوائی متقطع . 


> - ؟ : المتغیر العشوائی المستمر Continuous random variable‏ 


يقال ان × متفیر عشوائی مستمر اذا كان فضاء العينة © مجموعة غير قابلة للعد 


سواء كانت منتهية ام غير منتهية . أو بمعنى آخر فان اية دالة ذأت قيمة حقيقية 
معرفة على فضاء عينه مستمر تسمى متغیراً عشوائيا ستمراً 


۹ 





(A) Jú‏ في تجربة لاختيار ме‏ من الفترة ]01[ واضح ان 
[x 0 >× (‏ = © مجموعة غير قابلة للعد بسیتب وجود عدد غير منته من 
القيم المعرفة في هذه الم ة . فاذن نستنتج أن X‏ متغير عشوائی مستمر . 


مثال (۷) : افرض ان × يشير الى حجم الغازات المنبعثة من انفجار بركاني 
محتمل جو ات هنا یہ : {х‏ مجموعة غير قابلة للعد . فاذن 


- $ : بعض النظریات عن النتغیرات العشوائية . 


نستعرض è‏ هذه الفقرة ودون اللجوء A‏ البرهان بعض النظریات عن المتغیرات 

المشوائیة التي نستفاد منها في فقرات وفصول لاحقة وهي الاتي وبفرض ان 2 ,۷ ,× 
متغيرات عشوائية وان © ,8 a‏ ثوابت حقيقية ٠‏ 

| V= X+Y, V, =X-—Y+Z,V, = × + ۷ + ان الدوال من الشکل2‎ - 


9 عو‎ 0,۷, = Vg =CXY, Vs = ХҮ, V, = aX + bY +02 
. متغيرات عشوائية‎ Cal وغيرها هي‎ 
. )وح ۷هي ایضا متغیرات عشوائية‎ X, Y, Z ,V,=max( X, Y, Z ) أن‎ - 


- ان |2 + agp Va =| × [VX + Y‏ ولا هي متغيرات عشوائية . 


- ان ایة دالة مستمرة بدلالة متغير عشوائی مثل ‏ هي Lal‏ متغیر عشوائي . 
- ان ایة دالة متزايدة بدلالة متغير عشوائي مثلاهي ایضا متغیر عشوائي . 


٢ 


نہ t‏ دوال المتغيرات العشوائیة:- 

Functions of random variables 

سبق وان ذكرنا في الفقرة Cr s)‏ ان نظرية الاحتمالات"تختض à‏ صياغة 
نموذج ریاضی: لتجربة عشوائية يوضح تسلوك ظاهرة معينة дл»)‏ عشوائي ) او 
مجموعة ظواهر معينة ( متغيرات عشوائية ) . وهذا یخن انتا بصذد صياغة دالة تعبر 
عن سلوك هذا المتغير المشوائي . ورياضياً فان الدالة مثل ۸ ۾ {(х)=ах+ Б, x‏ 
| أحيث تا а,‏ ثوابت حقيقية “تعس يعن نلوك шш‏ في حقل الاعذاد الحقيقية `R‏ 
` بت أن fa)‏ تكون معرفة عنند أيبة قينة من قم هذا 
EI‏ .كذلك فان إ f(x, y)=e zen y; yr {xy (:0> > оо‏ 
تمثل دالة x; Y ок Фу Са‏ في ` حقتل الاغنداد الموجية 
,بحیث f (һу)‏ تكون معرفة علد أي زوج من القيم (х,у)‏ . ان هذا النوع 
من الدوال تسمی « دوال نقطة Point functions‏ “ بسبب امتلاکها لقيمة حقيقية 
عند نقطة معرفة في فضاء ذلك المتغير ( او تلك المتفیرات )., اما من وجهة نظر 
احتمالية فان یمکن تحد ید نوعين رئيسين من دوال المتغيرات العشوائية استناداً إلى 
نوع المتغير العشوائي من حيث "a‏ متغیر! أ متقطعاً ام даса‏ ھذان النوعان هما : 


كا : دوال الكتلة الاحتمالية Probability ‘mass functions‏ 

وهذه غالبا ان بالتوزیعات الاحتمالیة لمتغیرات عشوائية متقطعة Чез.‏ 
فرض ان ×متغیر عشوائی متقطع لاية نتيجة ممكنة مثل ص معرفة في Q‏ يوجد عدد 
حقیقی يقترن بقيمة ه . هذا العدد ماهو الا احتمال الحصول على هه . وهذا يعني 
وجود دألة تعبر عن قيمة هذا ЈУ‏ هي (ھ)۶ = (ھ = *) BUP,‏ كانت 
۰ دب وو ولا SSS‏ ار وون دوه онай‏ ستقا Ab‏ قيمة 
Ышы 5‏ واجدة فقط هي على التوالي.. POG POG)‏ هذه القيمة 
: الاحتمالية تسمى « الکتلة الاحتمالية ыдык,‏ بالعنصر.. 2 = ولا بحيث ان 
РОК) > 1‏ >للجميع. قيم Ji‏ وإلكتلة الاحتمالية هذه تسمی « دالة. الكتلة 
الاحتمالية » للمتغير العشوائي المتقطع ×. May‏ يعني ان دالة الکتلة الاحتمالية دالة 
منطلقها ЕСО, E‏ ومداها الفترة 0:11 ] كذلك فان المجموعة التي عناصرها 
ھی P (xi)‏ اي( 1 > Р(х)‏ >0 ,× ) 9-۳ تسمى « التوزيع الاحتمالي للمتغير 
العشوا «Probability distribution of X al‏ . 


ът 2 


ان الدالة PEO)‏ يجب ان تحقق الشروط التالية کی يسمح U‏ ذلك اطلاق 
تسمية « دالة كتلة احتمالية. Ме “ p. m.f.‏ وهي : 


١‏ ان Р(х)‏ دالة وحيدة القیمة Single- Valued function‏ . اي ان لکل 
قيمة من قيم × هنالك قيمة واحدة Р(®) АЦ)‏ التي تعبر عن احتمال ان 
و = aX‏ (ه ×۶) P‏ . 


—- أن (©)2 دالة غير Non - negative function д,‏ كونها تعبر عن قيمة 
احتمالية تقترن بالعنصر ۵ اي أن... ,2 ,1 = 1 ,0<( رس( P‏ وهذا . يعني ان 
РФ)‏ هي ق ذات الوقت متغير عشوائی معرف على الفترة 0,11 ]. وان 
مخطط الدالة . Р(®)‏ يكون دائما في الجانب الاعلى من المجور السين 


axis‏ ا 


۳- ان مجموع الكثّل الاحتمالیة المقترنة بعناصر*المعرفة في © يجب ان يكون 
مساویاً للواحد تعبيرأ عن احتمال حدوث 9 اي ان | 
1 = رهاظ دروام У;‏ 


EQ 


أن معرفتنا المسبقة بدالة الکتلة الاحتمالية الى X‏ اي Рю)‏ تسمح G‏ 
حساب احتمال وقوع ایة خادثة ( مجموعة جزئية ) معرفة في © مثل Е‏ 
ECO‏ فمثلاً اذا كانت الحادثة в > a]‏ :© )حتاحیث 8 عنصر معرف في © , 
عندئد فان احتمال وقوع E‏ هو .. 


Р,(овЕ) =P, (E) Ў P(x х) 
افرض ان × متفیر عشوائی پسلك وفق الدالة التالية شت( »)وان‎ (А) مثال‎ 
تمثل دالة‎ Р(х) واضح أن‎ жүзүнү 2345 
وان مجموع الکتل‎ «АЛМ کتلة احتمالية کونها د وحيدة ألقيمة . غير‎ 
. المتغير الممکنة مساو للواحد اي ان‎ E 


3 





5 
81م YX‏ 0 4 3 2 1 
Р(х): сту 15 13 15 1575.81‏ 
ومخطط الدالة эрук) = х‏ الموضج بالشکل (۰۱- 
p(x)‏ 
5/15 
4/15 
3/15 
2115 
1/15 
X‏ 
5 4 3 2 1 
الشكل (т ١(‏ مخطط الدالة سک ب رمم 
مثال (۹) : افرض أن × متغير عشوائی يسلك وفق الدالة التالية , 
075 
Жс аз 1,2,3‏ = ( بین АРОК‏ دالة كتلة احتمالية . ثم 
جد احتمال ان یکون ‏ اقل من او يساوي 2 
الحل : 
x 0 1 . 2 3‏ 
р(х): 0125 0375 0375 0125 , ЕРүх)=‏ 


40 














ез‏ من الجدول اعلاه ان لکل قيمة من قيم × هناك قيمة واحدة للدالة 
)× ( وان Р(Х) ¿š‏ موجبة كذلك تک د وبتحقیق الشروط 


x=0 
كذلك فان‎ алак ھی‎ Р(х) الثلاث فذلك يعني ان‎ 


P.(X<2)=P(0)+ РІ) + P(2) = 75 


والشكل (۱- ٤‏ :)د وح مخطط هذه الدالة . 





وت 2 0.11 ساك # 
الشکل -١(‏ »). مخطط МЕ ДЫЙ‏ وم 
ї!(3—х)! ۰ :‏ | 


مثال :)٠٩(‏ افرض ان 


Жы‏ ای کے ы‏ 1 و .= را 
e) 2 жш 0۳‏ ری و 


تمثل دالة الكتلة الاحتمألیة للمتغير المشوائی X‏ لا ©з‏ ثم ارسم مخطط э»‏ 
الدالة . чы.‏ 


л 











گا موه 
الحل : حیث ان Pix)‏ دالة كتلة احتمالیة فذلك يعني ان 1ر »)م و فاذن 
х=ф‏ 


4 1 т. ҮК AD == 

ы‏ ار د 
AS‏ 1 لی ہے Уй‏ 1 1 4 
(т) (т) ШЕЛ 7‏ مه ۷ 


فاذن لاجو سای يي جو =P‏ 


وان مخطط هذه الدالة هو الموضح في الشکل( ۰-۱ (о‏ 

а ЕКСЕ Биси 
Р(х) 

05 

05 

0.3 

02 

01 





0 1 2 3 4 


الشكل ٥ -١(‏ ) مخطط الدالة с ( 1 ).( 3 үт‏ — د رمام 
x)! 4 4‏ — 2۱)4 


ү 














ان التوزيع الاحتمالي المعرف في ДЫЙ‏ ( ۳ ) يسمى توزيع ثنائی الحدین الدي 
سيرد ذکره في الفقرة -٥(‏ ۳) 


Probability density functions دوال الكثافة الاحتمالية‎ : ۲ ٤ ١ 


وهذه غالبا ماتسمی بالتوزيعات الاحتمالية لمتغيرات عشوائية مستمرة . و بفرض 

ان × متغير عشوائي مستمر وان f(x)‏ دالة بدلالة هذا المتغیر . ان (× = NX‏ 
هذه الحالة تمثل قيمة الدالة ۶ عند النقطة» =× لكنها لا تعبرعن احتمال ان« = X‏ 
بسبب ان © في هذه الحالة غير قابلة للعد ( اي ان قيم المتغیر X‏ معرفة في مجموعة 
الاعداد الحقيقية (R‏ وهذا يعني ان احتمال النقطة (× = × )في حالة المتفیرات 
المشوائية المستمرة مساو للصفر . وفي هذه الحالة لایمکن تعریف الدالة الاحتمالية 
التي تعبر عن سلوك (. لکن یمکن تعریف هذه الدالة ضمن فترة ( مجموعة 
جزيئة ) معرفة في © مثل( طا > x‏ < ۵ : × 4= 4ای حساب احتمال ان ۸ xe‏ . اي 
Р, (хЄА }‏ ,وحیث آن | =( ©) ,فان | > P (x€A)‏ > 0طالما ان А‏ مجموعة 


جزئية من © . وهذا يعني أن 


b 
۴,۱۸ ( = ۱ f(x) dx 

أي حساب مقدار كثافة الاحتمال المقترن بالفترة [ab]‏ . وهذا يعني اننا 
بصدد ایجاد المساحة تحت منحنى الدالة f(x) ٠‏ المحدودة بالفترة b]‏ به ] . 
و بهدف توضيح تعريف هذا النوع من الدوال نفرض ان © يمكن تجزئته الى عدد من 
المجموعات الجزئية مثل په بيشرره بحيث آنز, 0,۷1 دره[ارووان 
زا ۰ وافرض. ان i = Ql... KA; = {xia < x <а,,,}‏ 
وهذا يعني ان المساحة تحت منحنی PEx) ААМ‏ سوف تتجزا هي ایضا الى 

K‏ من الساحات الجزئية كل منها يقترن باحدی المجموعات الجزئية A,‏ وكما 
هو موضح في الشكل )٦ -١(‏ وبفرض ان ل مھ >× > Ф = {хар‏ 


۸ 





fO) 





ak‏ ےه دوه аз‏ په مه 


Ау | Аду Аз ٠ Ак 


الشکل ( ١) ١ ١‏ تجزئة الفضاء الى عدد من المجموعات الجزئية 


فان کان ! = )0( ,۴ فذلك. يعني أن 
3 
l f(x)dx= 1‏ و РО) =. > P A,)=‏ 


وعندئذ يقال ان f(x)‏ هي دالة الكثافة الاحتمالية للمتغير العشوائي X‏ . مما 
تقدم يمكن القول ان »)م ЖЬ‏ منطلقها مجموعة المجموعات الجزئية ПА‏ 
ومداها الفترة [0,1]:کذلك فان المجموعة التي عناصرها هي PA A.)‏ اي 
ВА): ۹‏ )= سمى التوزيع الاحتمالي الى ×. ووفق ماتقدم 

ن الدالة f(x)‏ يجب ان تحقق الشروط التالية التي تسمح لنا اطلاق تسمية دالة 
وسو 


أن x)‏ )۴ دالة وحيدة القيمة Single - Valued function‏ أي ان لکل 
Q‏ پر هنالك قيمة واحدة فقط الى f(x)‏ 


$4 “bl الاحصاہ ار‎ ) / ё 








۲ ان( دالة غير سالبة لجميع قيم © * . اي أن f(x)‏ دالة موجبة دائماً . 
і,‏ يعني ان مخطط الدالة ( »)۲ یکون دائماً في الجانب الاعلی من المحور 
السینی . ان منحنی الدالة (5)؟ غالا مایسمی «المنحنی الاحتمالي 
Probability Curve‏ للدالة f(x)‏ 

ko ہے و لاسن الس فیا أن کرد‎ iol- 
۰ Q . للواحد‎ 
قيمة‎ E × > کات[ ھ‎ ЕУ оз Da حدوث ایة حادثة‎ 
. هو‎ À معرفة في © فان احتمال حثوث‎ 


P (A)= | fíx)dx > 1 
хёд 


| مشال ( 1١‏ ) افرض ان X‏ متغیر عشوائی يسلك وفق الدالة التالية 
1< > 0, تروس(« ٢)‏ ,اضح ان هذه الدالة. هي دالة كثافة احتمالية کونها دالة 


وحيدة الة قيمة . موجبة وان 1 = f taa =f 3x2dx‏ 1 
دق الف د ار 
d Р ۰‏ 0“ 


كذلك فان آیة تجزئة لفضاء X:‏ تقودنا الى تعریف التوز یم الاحتمالي 1 لهذا المتخیر 
فمثلاً لو تم تجزئة © الى أربع مجموعات جزئیة .غير مشتركة من الشكل : 


N 


ii 1 1‏ کر رر 
.}+ ہے نو ديق | > >> a = ]x:0‏ 


1 
$ 1 37 
Р, (А, )= | 3x2dx = ‚ دريفاظ.‎ f 3x2dx = سورد‎ 


Qe 


1 
3 
P(A) = | зае نګ‎ роде | tax 27. 


3 
4 


وان ہج ۳2 


۰۲۷ -۱( موضح في الشکل‎ ГОХ) ДЫЛ ان مخطط‎ ١ 


رپس يمب — 





ازیکل رہ_ ۷), مخطط الدالة F(x) = 3x?‏ 


مثال (۱۳): افرض ان ٭متغیر عشوائي بدالة و fix) сет у „ору‏ 

جد قيمةع. lj,‏ كانت 7 تت وسوا غه 

جد ПВ), Р, (В), P(A)‏ فاط ثم ارسم مخطط الدالة (к)‏ 
8 


` 


لك 




















الحل : حيث ان f(x)‏ دالة كثافة احتمالية فذلك يعني ان 


| f(x)dx = с | و‎ dx =1 دمل‎ 3 
` ° 
8 


فاذن 0 > АМ зх) = 307 ٥,۴‏ فان 


3 
| پل دوق‎ = e7? — e7? = 00496635 


1 


P,(A) 


š Ў 
P (В) = f Зет 3*dx = 1 — e" $ = 09975213 
0 


وان 
2 


e76 = 00473082‏ — سو = ×3 دوق | 
1 
_ أن مخطط الدالة (1)2 موضح في الشکل (۱- ۰)۸ 


1 


Р,(А NB) 





الشكل (۰۱- ۸)ء مخطط fe ый‏ 


ey 











o ١‏ : دالة التوزیع التراكمية 
Cumulative distribution function‏ 

وتسمى فى بعض الاحيان ہ دالة التوزيع » او « الدالة التوزيعية » او « دالة 
التراکم الاحتمالي » . وتعرف هذه ЖЫЙ‏ بانها قيمة الاحتمال التراکم لفاية قيمة 
معطاة من قيم التغیر العشوائي × العرفة في © . وغالباً مایرمز لهذه الدالة بالشکل 
liag. F(x)‏ يعني أن(* > Р(Х‏ = (×) ۲ نستشف مما تقدم ان (×) ۴ دالة غير 
متناقصة КЕ non - decreasing function‏ عن عملية تراکم احتمالي . ان 
لهذه الدوال اهمية كبيرة في حساب مايسمى « القيم الجدولية » او « القیم الحرجة 
critical values‏ » للتوزيعات الاحتمالية التي سيرد ذكرها في فصول لاحقة . 


اس مس A‏ :دالة التوزيم للمشفیرات التقطعة: 
افرض ان X‏ متغير عشوائی متقطع بدالة كتلة احتمالیة(2) ۶ معرفة Qj <š‏ 
وافرض ان × قيمة من قيم X‏ العرفة في © . عندئذ فان : 
Е(х)=Р,(Х<х)= Z P(X=k)‏ 
كذلك فان as‏ 
m F(x)=F(- o) = 0, lim F(x)=F(oco)= 1‏ 


وهنا يعني آن! > Еж)‏ > . عليه يمكن القول ان (×) ۶ متغیر عشوائي 
معرف على الفترة 10,1 . واذا كانت (×) ۴ معلومة عندئذ پمکن حساب قيمة 
الكتلة الاحتمالية القترنة بالعنصر ,× وفق مايلي : 
ان (۸) ۴ يمثل التراکم لغاية به وان (,-بد) ۴ یمثل التراکم الاحتمالي لفاية 
وبا عليه فان P(x) = F(x) EO)‏ 

أن مخطط الدالة (×) ۴ یکون على شكل متدرج وصولا الى قيمة (×) ۴ الساویة 
الى واحد . وكما هو موضح في الشكل (а -١(‏ 


ey 


ہے ——— 


F(x) 





х} X2 ХЗ X4 TE 


شكل -١(‏ ۷)۹ مخطط الدالة F(x)‏ 





Ж 
1 3 : 0 
= (5 | متغير عشوائی بدالة كتلة احتمالية‎ X مثال ( ۱۴ ) : افرض ان‎ 
. ہے پر ۰ جد الدالة التوزيعية‎ 0۱,2... 


الحل : ۱ 
)4( ا ده ہے ПЕД‏ ہکا کر سنج 
F(x) = Р(Х Sx) R 17 )( 4 ) = г, 4‏ 


Г раа : ۱ 5 3 1‏ 
لکن ) ЕЕ‏ ( 2 يعبر عن مجموع حدود متوالية هندسية نهائية حدما الاول 
مساو للواحد واساسها مساو الى $ وهذا يعني ان 


5+1 
( 3 y 1-)3/4( = 4)1 -)3/4(**1( 


> 1 - )374( 


فاذن 
ү‏ 3 
F(x) =i- (+) Ха 0,1,2,...‏ 


که 














ومن خلال هذه ЖЫЙ‏ يمكن حساب الاحتمال التراکم لغابة ایة قيمة من قیم X‏ 
العرفة في © بمجرد التعويض عن تلك القيمة š‏ الدالة (×) ۶ . فمثلاً 


3 3 
F(0) =1- EEEE ES = 0578125, 


3 4 3 I£ 
Е(3) =1- (+) = 06835938, F (10) = 1 — (+) 
= 09577649 
كذلك فان‎ 
| .P(X =3) = F(3) - F(2) 01054688 
1< ا‎ 
Р(х) = افرض ان × متغير عشوائى بدالة كتلة احتمالية ب‎ ( ٤١ ( مثال‎ 
. جد الدالة التوزيعية ثم ارسم هذه الدالة‎ ×» = 1,2, ....8 
F(x) = Р{Х<х)= Y E pai? ‚8 العمل‎ 
ے‎ 8 8 


Fix) = 0 ‚ K<1 
= 1/8 ا ےک‎ 
= 2/8 , 2 
= 3/8 , x > 3 
= 418 و‎ K<4 
= 5/8 , تي‎ 
= 6/8 , K<6 
7/3 


1 
< 
> 
A 
~ 


1 


1 


والشكل (۱- ٠‏ ) پوضح مخطط هذه الدالة . 


ده 





= 





2 3 4 5 6 7 8 


الشکل (тл)‏ مخطلط البالة ۶/8 = Р(х)‏ 


١‏ ٥ے‏ ۲ : دالة التوزیع للمتغيرات المستمرة 

افرض ان X‏ متغیر عشوائي مستمر بدالة كثافة احتمالية f(x)‏ وان 
<o]‏ و > ته [x:—‏ - 8۵ . لتكن x‏ قيمة من قیم x‏ العرفة في © 
Kaie‏ فان دالة التوزیع هي : 


F(x)= P. (X <x) = J уна 


2 





وفيما يلي بعض اللاحظات عن هذه الدالة , 
= ان : ® 
Û‏ = هل (و )؟ ۶ درم lim ۳۱۲۱ = Е(-‏ 


а‏ = وو سج یو 


lim Р(х) = F(0) = | C مه(ه))‎ = Р,(П) >1 


وخ وې جد پر 


- یمکن التعبير عن الحتمال وقوع х‏ في فترة مهينة مثل سی о‏ 
жк ач)‏ يلى ١‏ . 


4 4 b. b : a 
P (a > 8 > ول ( )1 | ارط‎ = f f(s)dx ~ ۱ f(x) dx 
= F(b) - F(a) 


۳ حیث أن (×) ۶ هي نتيجة لتکامل f(x) ЖЫЛ‏ فذلك يمني ان مشتقة F(x)‏ 
نسبة الى × ماهي الا ft)‏ . اي ان . | 


dF 
اکا‎ = f(x)» 0۶ (ئ)‎ = (х) که‎ 


٦‏ غالبا مايسمى « التفاضل الاحتمالي » للمتفیر . ان هذه اللاحظة مهمة 
\ 3 موضوع استنتاج دالة الكثافة الاحتمالية لمتغير عشوائي مثل X‏ علمت دالته 
8 . وسوف نستعرض هذا الوضوع وپشکل مفصل في الفقرة ( ۷- ٢‏ 


مپرهنة : 


ان ان (5) ۴ دالة مستمرة نحو الجانب الا یمن وغیر متناقصة ٠‏ وهي في ذات الوقت 
متغير عشوائی مستمر معرف على الفترة[ و ,0 ] . فاذا كان( ) ۴ = لا متغیر مستمر 
فان 1 > > 1,0 = g(y)‏ 


و 


(у) = ۲,0۷ > y)=P,{F(x)Sy) 
= P,(xSF''(y))=F(F-'!(y)) . 
. G(y)= ۳ )۴۱)۷(( =у 


وبتفاضل الطرفین تسبة الى da у‏ على 
g(y) = 04у) ۶۱ , 9۶ y- SI‏ 


أن مخطط الدالة  )«(‏ پشکل عام هو الوضح في الشکل ١ -1١(‏ ) , 





р(х) ДЫЙ مخطط‎ (ú -۱( الشکل‎ 


مثال ۱ ٥١‏ ) : افرض ان X‏ متغیر عشوائی بدالة كثافة احتمالية 0 < و,-ه = f(x)‏ 
جد F(x)‏ ثم احسب (3 > > 1) P.‏ مع رسم الدالة 


الحل : 


x‏ خم 
і —e *,x> 0‏ = مه Fix) = | оао = | e‏ 


0, 


—. 


eA 





لاحظ من هذه الدالة ان 


47 )×( 


dx ex = f(x) 


F(0) = 0,F(o)=1, 


كذلك فان 
F(3) - ۳)1( = (1 =e 2)-— (1 — e 1) =03180924‏ = (3 > لا > P(t‏ 


والشكل (۱- ١‏ ) یوضح مخطط هذه ‚Җый‏ 


F(x) 





x 
0 1 2 3 5 6 7 8 9 10 ... مه‎ 


F(xY= ] ех Jul محطط‎ (vw ۔١( الشکل‎ 


م 











مال ( 15 ) : اذا علمت ان الدالة التوزيمية لمتغیر عشوائي مستمر مثل X‏ هي , 
F(x)= 0 х<-3‏ 


5 1 
3 > وک 3 سر )5+3( 7 


2 


‚х 3‏ 1 = 
جد دالة الكثافة الاحتمالية الى پو . 
السل + 


f(x) = F(a) = وک و رش‎ S3 


= 0 ,other 6 


مثال ( ۱۷ ) ؛ افرض ان X‏ یمثل عمر نوع من الصمامات الالكترونية. ( مقاس 
پالساعات ) بدالة كثافة احتمالية 200 < ×, 200 ب ريرم . جد الدالة التوزيمية, 
- 


ماهو اعتمال عمر صمام معين اقل من 300 ساعة . 


الحل : 





8 
ri) = | 208 _ 200 
200° "ш? со х ‚кею 


200 
300) = F = 1— —— = 0333 
Р,(Х < 300) = F (300) = 1 у 3 


د 





تمارین 


ша‏ ۱۴ء جد قيمة الثابت © لکل حالة من الحالات التالية بحيث ان (к)‏ هي 
دالة كثافة احتمالية وان P (x)‏ هي دالة کتلة احتمالية : 


‚4 ۶ i 
f(x) = عنمت‎ > 0 воо (5 قرا عع أ[‎ 


х 


„х= 0), 1,2, ... 





(х) = 6 ,a <k <b, Р(х) = 
Гох) = ег ‚х>ф Р(х) = = х= 1,2,3,4. 


1 ١۱ء‏ افرض ان X‏ متغير عشوائی بدالة کتلة احتمالیة 


2 Ly / 2 y" 
۳ дү, 2 да 0, رط‎ 6 
е сут (+) انتا‎ 


/ 


جد مايلي : 
أ التوزیع الاحتمالي الى × 
اپیاس )3< )۴ ,(2 < P(X‏ ,(5 < 2 > 1),ظ 


Р(х) ЖЫЙ ارسم مخطط‎ > 


٠6 <1‏ , افرض أن X‏ متغير عشوائي بدالة كثافة اختمالية 
هه عت دلت = f(x)‏ 
х2‏ 


يطلب اجراء مايلي . 
أ ایجاد الدالة التوزيعية الى x‏ مع رسم مخطط هذه الدالة . 


ب اذا كانت )9 x<‏ >3 ر) = (x:5<x <12}, A‏ = 8 پر 


۶۱۸ NB), P, (A ۱8۱۳۸۱8۱ P (A) 


۹ 








Í 
| 
| 











۱-۰ : افرض ان 0 < یک --(×)/نصٹل d‏ الكثافة الاحتمالیة اك 3 . 
ان( × ) ۴ = لابين Jol‏ الكثافة الاحتمالية للمتغير ۷ هي 1 > لک , ,1 ТГ‏ 
۰- ۰۷ افرض ان دالة الكتلة الاحتمالية „ай‏ عشوائي Bpa AX‏ بالتو 
الاحتمالي التالي . Í‏ 


4 3 2 1 0 1- 2 3- 4- ني 
Р(х}: P 2р P 3P 3P? 4P? SP jP P‏ 


يطلب اجراء مایلی . 

\ - جد قيمة P‏ ثم ارسم هذه البالة . 

ب حت الدالة التوزيعية ثم ارسم هذه الدالة . 

۲,21 > ۶ > 3(: 2) < - 2(, Р(Х <1) Р مس جد‎ = 


` f(x) = sinx, ۰0 > x > FAA متفیر عشوائی يتوزع وفق‎ K KI 


أ بین ان {(х)‏ هي دالة کثافة۔احتمالیة ثم ارسم مخطط هذه الدالة بي 
ب ‏ جد الدالة التوز يعية ثم ارسم مخطط-ہذہ التالة . 


л л -7 : 1 : 
s, (+ > ۲ > رت‎ [xe 


SECA) = eseo? كثافة احتمالية‎ ШЫ, Ды алх افرض ان.‎ ٠ 5 


وان k‏ ثابت حقیقی . يطلب айе ١‏ 
s |‏ جد قيمة k‏ ثم ارسم مخطط الدالة сым" | ; f(x)‏ 
ب — جد F(x)‏ ثم أرسم مخطط هذه الدالة . 


л r | а no] Я 
ве لك‎ > > Ааа +! جا اذا كانت‎ 





. فاع‎ QB), P (A ШВ), Р, (В), Р, (A) جد‎ 


y 


s к 00 ооа 
لیکن × متغیراً عثوائیاً بدالة كثافة احتمالية هه ×> > 7=( )؟‎ ۲۰ ١ 
ЫМ н يطلب‎ . 
تون توت‎ 4 


أن جد قيمة الثابت کا ثم ارسم مخطط الدالة TOO‏ 
نا بين ان ( iante + Z‏ )لح = )ثم ارس مخطط هذه الدالة . 


> اذا كانت }5< B={x:x<8},A={x:x‏ جد 
(B), P.(B), P(A)‏ ۸ 


\ 


: لوحظ فی مدرج اد 55 رات ان عدد الدقائق التي تنتظرها الطائرة 
مجيء К‏ للاقلاع هو ملغیر عشوائي بدالة توزیعیة هي : 


F(X) = 1 تم‎ ,x > 0 І \ 


= 0 ‚х<0 


دلب اجر ما یي 

أ جد دالة الكثافة.الاحتمالية الى × ثم ارسم مخطط هذه الد 

۳ HD о, 

١‏ ۲۲ : صندوق بحتوي على 15 كرة ست منها بیضاء والبقية سوداء . اختيرت من 
هذا الصندوق خمس كرات عثوائیاً . وبفرض ان X‏ يمثل эе‏ الکرات 
البیضاء الوجودة ضمن العينة الختارة ٠.‏ ماهي الدالة ان الى X‏ 
وماهو احتمال الحصول علی, الال ثلاث كرات 

١‏ ۳۳, لوحظ من خلال الخ درو e‏ بات الجافة أن 
نسبة عدد البطاريات العیبة هي % 5. اختيرت عينة مؤلفة من 10 
بطاريات من انتاج احدى الوجبات وبفرض ان × يمثل عدد البطاریات 
العيبة في هذه العينة . ماهي الدالة الاحتمالية الى ç x‏ ماهو احتمال وجزد 

“ على الاکشر بطارية واحدة معيبة في هذه العينة ؛ ماهو احتمال وجودعلی 

الاقل ثلاث بظاریات غير معيبة +. 


ме 








4 





Ин سر‎ 


التوقع الرياضي والدوال 
гаа |‏ 





ә, Ë‏ الاحصاء الرهاضي 














الفصل الثاني 


التوقع الرياضي والدوال الولدة للعزوم 


نستعرض فى هذا الفصل مفهومين اساسین في النظرية الاحصائیة “هما التوقع 
الرياضي والدوال الولدة للعزوم . ونظرأ لاهميتها فقد ارتأيت تخصیص هذا الفصل 
لدراستهما بشكل مفصل بسبب اعتماد الکثیر من الفقرات اللاحقة عليهما . 


Mathematical Expectation التوقع الرياضي‎ : ١ س‎ 


افر ض ان X‏ متغیر عشوائي بدالة “كتلة احتمالية Р(х)‏ او كثافة احتمالية 
f(x)‏ وان © يمثل فضاء العينة الى × . لتكن вх)‏ دالة بدلالة × . ان الدالة 
g(x)‏ في الحقيقة هي الاخرى متغير عشوائی بسبب اعتمادها على × . ويعرف 
التوقع الرياشي للدالة (*)8 بانه عملية ایجاد متوسط g(a)‏ وپرمز لهذه العملية 
بالشکل [(×)8] 8 الذي غالبا مایسمی « التوقع الرياضي للدالة (×)8» او 
« القيمة المتوقعة للدالة (»)ع» او « متوسط у(х) ҖЫЙ‏ » . فعلى سبيل. АШ‏ في 
تجربة رمي زھر نرد وبفرض ان X‏ يمثل عدہ النقاط الظاهرة على وجه الزھر بعد 
استقراره و بفرض ان × = (×)ع (х) 1-8 е‏ ع] 8 تعنی في الحقيقة عملية 
حساب «متوسط عدد النقاط » في هذه التجربة التی نتائجها الممكنة ھی 
(6 ,5 ,1,2,34 ) اي آن۔: 


/ 
1 


EX = — 
6 


Ме 


21 
X= — 
6 


]ےھ 


لاحظ أن ЕХ‏ يمثل موقع « مركز القيم » العرفة في © على الحور السيني . واذ 
كانت )=х?‏ ()ھ فان EX?‏ تعنی عملية حساب « متوسط مر بعات عدد کت 


هذه التجربة . اي أن : 


لل تر 


پو و ;1 
“Ya 6‏ 


X° ت‎ 
1 6 


Mie 


£ 


۳ 











: التوقع الرياضي في حالة التغیرات التقطعة‎ : -x 
Х تمثل دالة الكتلة الاحتمالية الى‎ Р(х) حالة التغيرات التقطعة وبفرض ان‎ à 
: العرفة قيمه في © فان القيمة الّوقعة للدالة (×) ع يمكن حسابها على النحو الاتي‎ 


E[g(x)] = У g(x).P(X =x) 


xed 


بشرط ان هذا الجموع متقارب على نحو مطلق 


absolutely convergent‏ أي 
مائعنيه ان 


а(х) РОХ = x) > م‎ 


È [|š(x)'P(X - (| = > 
< 


و 


ان هنا الشرط نی | ان Е[в(х)]‏ معرف . اما اذا كان الجموع متباعدً 
diverge‏ عندئذ يقال ان E[g(x)]‏ غير معرف ۔ 








۲ ёз ` 
Pregla) = ×! سک ري ص وان‎ ‚к = 0, 1, 2, مثال (۱) : افرض أن...‎ 
Р 7 ۸ : 
E[g(x)]= E(X!) = У х. — = е! 1 
х=0 x: x=0 
واضح في هذه‎ 


الحالة Y ү)‏ متباعد . عليه فان(؛:×) #غير معرف . في حين اذا 


i کر‎ 
Ы ` x=0 


: عند‎ g(x)= x(x — ٤ر كانت‎ 


2 





E[g(x)] = ЕХ(Х— 1( = х سب‎ + 
هه‎ e`! оо e © 1 
= = — ;,y=x.. 2 
آ7 يش‎ Ay Хут? 


لاحظ في هذه الحالة ان الجموع متقارب نحو العده ое‏ وهذا يعني 
اعلاه موجود ومساو الى 1 ه. 


| 


4 


ان التوقع 


ет! 








OESE 7 5‏ رز 
مثال (O‏ فرض р(х) = ЕЗЕЗЫ‏ وان 
gix) = 6‏ توقع الدالة (×)ع هو : 


K e (E)E)‏ موس 


لاحظط أن المجموع متباعد . وهذا يعني ان *86 غير معرف . في حين اذا كانت 
*2 = ( ×) ۾ عندئل . 


кы 3 / 1 x з ع‎ 1 * 
хых 
2 4 7 4 j 4 > 2 


لاحظ ان الجموع متقارب نحو العدد2 = 
ومساو, 3-0 = 2 -2 





= وهذا بعني أن 2۳ع موجود 


واضح مما تقدم ان ا عدم امکانیة ایجاد E[g(x)]‏ فی بعض الاحيان 
تبرز بسبب کون ان © مجموع غير منتهية . في حين اذا كانت © مجموعة منتهية 
فان E[g(x)]‏ عادة يمكن | يجاده 


ل ٢‏ : التوقع الریاضی في حالة ا متغیرات الستمرة . 


في حالة التفیرات الستمرة وبفرض ان f(x)‏ تمثل دالة کثافة احتمالية الى × 
ола‏ ن القيمة التوقعة للدالة (×) ع يمكن حسابها على النحو الا 


> 
E[g(x)] | g(x)f(x)dx 


ңа 

















بشرط ان التکامل متقارب Де‏ نحو مطلق . اي ان . 


تت || 
Q Q‏ 
اما اذا كان التكامل متباعداً عندئذ يقال ان توقع الدالة ()8 غير معرف. 


مقال ( ۲ ( : افرض ان۵ حر کم(« )۴ وان" = (*)8 ان توقع ()8 هو 


— 
` 


x 


E[g(x)] = Ee” = ۳ e* ۳ج‎ dx:= ۶ dx = lm x 
0 


لاحظ ان التکامل متباعد وهذا يعني ان "و غير معرف . في حين اذا كانت 
g(x) = 3х‏ فان 


A а 5 
EOX) = | желе نز‎ xe7* dx | 7 


0 0 له 


وباستخدام التکامل بطريقة 'التجزئة يمكن البيان أن التکامل متقارب وساد, 
الى واحد .فاذن ( EX‏ موجود ومساو ی 3 


مثال ( ٤‏ ) د لتكن! < ×, ج =(×) تمثل دالة الكثافة الاحتمالية الى × وافرض 
ان ×ط = g(x)‏ ان توقع الدالة ( »)ع هو: 
x |‏ 


E(bX2) = | ووخ‎ ۳ ax =b ( lim 1 


ن التکامل متباعد, وهذا يعني ان E(bX2)‏ غير موجود . واذا كانت 
үнө x‏ = ( )8 فان I‏ 


ү, 


° 1 رف‎ 
8) ي‎ X i= سر‎ «= | x ®ах=2 
1 


اي ان التكامل متقارب Mas‏ يعني أن ( X‏ ( موجود ومساو الى 2 < 


: خصائض التوقع الرياضي‎ : * ل١‎ Y 


ان مأسيق توضيحه في الفقرتين السايقنين يقودنا للقول ان الرمز 8 یمٹل عملية 
حساب متوسط ایة دالة بدلالة متغير عشوائی X‏ مثل р(х)‏ يسلك وفق دالة 
كتلة احتمالية او کثافة احتمالية . وفيما يلي يعض خصائص التوقع الرياضي 
وبفرض ان التوقغ لاية دالة سترد في السياق зм‏ مع ملاحظة ان هذه الخصائص 
قائمة سواء کان المتغير العشوائي متقطماً ام مستمرا وعلی هذا الاساس فان البراهين 
ستورد لحالة المتفيرات المستمرة وهي ذاتھا في حالة المتغيرات المتقطعة عدا انه يتم 
استبدال رمز التكامل برمز الجمع.. 
بفرض ان X‏ متغير عشوائي بدالة كثافة | 


حتمالية (*)؟ معرفة قيمة فى 48 Kas‏ 


E(K)= K فان‎ Gas GU k اذا كانت‎ 


البرهان . 


1 ١ ۱ 
دږ نی رظ‎ f(x)dx ^ 
0 Ç 

а 


ان التكامل على © مساو, 


دد و 





ن g(x)‏ دالة ده فان( 88 = E[agix)]‏ 


\ 


۷۹ 





البرهان 
Elag(x)] = [агу‏ 
о‏ 


ха [eitada Ee] 
о 


+ اذا كان ab‏ ثابتين حقیقین وان gix)‏ دالة بدلالة X‏ فان 


E[ag(x)+b]=aE[g(ix)] +b 


البرهان э‏ يمكن برهنة ذلك وبسهولة باستخدام الخاصیتین ( ٠٢‏ ۲ )۰ 
٤ے‏ اذا كانت аца ۰... за‏ ثوابت حقيقية وان (X)‏ ع ,... (к),‏ 82 ,(×) :8 


Е | ваз) | = X а,Ер{х) عندئذ‎ X دوال بدلالة‎ 
i= 


i=1 
n ñ : البرهان‎ 
3 2 awo] f > аш (х). х) ах 
وړ‎ i=1 
о 


= fagotas 
а 


سب 


в, )۲(1) (0 + ... + 000000‏ . وه 
9 


= áj Eg, (x) +а, Ев,іх) +... +a, Eg (x) 
1 
=}, aEgix) 
Т | ; 
0 1 П 
Е[в(х)] #в[Е(х)] فان‎ X بشکل عام اذا كانت (×)8 دالة بدلالة‎ - ۰ 


1 1 ~ وان‎ 
Е کو‎ „E E 
(чу) ييچ"‎ EV ET ۸ VER 


vy 














كذلك فان 
ثابت حقيقي ,7۳ E Log g(x) # Log Eg (x), E[g(x)} # [E g(x)‏ 
واذا كانت* = (×) چ فان i‏ 


1 Tre IES اس سس سے‎ 
جاع‎ +- EV X # J ЕХ ,ELogX # LogEX 


2 متباینة جیسون Јепѕоп'ѕ Inequality‏ ` 
za‏ ان (*)8 دالة مستمرة بدلالة المتغير العشوائی X‏ عندئذ : 


أ اذا کات gix)‏ دالة محد 055( Convex function‏ فان [ ЕХ‏ ]ع > E[g(x)]‏ 


على سبیل المثال فان , 
EX? > [EXP‏ طالما ان ۲۶( )8 دالة محدبة (0 < 2 = (в"{х)‏ 


ig 2 1 
دالة محد بة‎ sue طالما ان‎ x < 0:8 ) — )2 سل‎ 
X J” EX 


[ حئ رها qe‏ 


ب اذا كانت (*)8 Concave function (*»#)ةرaقم Ñh‏ فان 


. على سبيل المثال فان‎ E[g(x)] > g[ EX] 


X< ЕХ‏ لپا ۰ 0< : طالما ان یح( «) ع دالة مقمية (0 > (*)”ع 
Log X) > Log( EX)‏ ۴ 2< ۶ . طالما ان , Logx‏ = (* )8 دالة 
مقعرة . - ` 


(и)‏ يقال ان الدالة الستمرة («)ع محدبة في الفترة 1 اذا کان , لاي عدد ين مثل 2,6 المعرفين في 
Р a+b 1‏ 5 1 
зу‏ +( 5 ۳ 0 ۹60 او بکلام آخر , تکون الدالة محدبة 
2 
اذا كانت g'(x)>0‏ 
à Г. 1 а ` 2‏ 
يقال ان الدالة (x)‏ مقعرة في الفترة p‏ انا کان. لاي عددين مثل osal ab‏ في 


b 1 1 
рда) + 1ے‎ 
۳ و‎ 7 





a+ 
Вх) <0 بكلام آخر تكون الدالة 8۱*۱ مقعرة اذاكانت‎ ad 


vY 














| ۰-۱-۲ تطبیقات التوقع amu‏ 
فیما يلي بعض تطبیقات التوقع الرياضي التي ستتم الحاجة لها في الكثير 





اول . العزوم Moments‏ 
تغرف العزوم لمتغير عشوائی × (او لتوزيع احتمالی لمتغیر عشوائي ) 
| بانها القیم المتوقعة لدوال معينة بدلالة × الذي يسلك وفق دالة كتلة 
Е‏ احتمالية Pix)‏ او دالة كثافة احتمالية Гох)‏ والعزوم على انواع عديدة 
| منها مايلي : : 


Non-central moments العزوم اللامرکزیة‎ - ۱ 

افرض أن X‏ متغير عشوائی وان a‏ ثابت اختياري а # EX‏ عند يقال 
| ان التوزیع الاحتمالي الى × بمتلك عزماً لامركزياً ذا مرتبة r‏ حول النقطة 
А‏ 8 معرف با الصيغة Е E(X -aY raih..‏ 
| ويتم حساب هذا العزم وفق الأتی : | ۱ 
à |‏ حالة X‏ متقطع Е(Х ау = (хау. рух)‏ 
x Q N w Н‏ 
| 
р‏ فى حالة X‏ مستمر |x arts)‏ = 

و 


X 
تمثل دالة‎ POUS qor 1234 مقال (ھ) د افرښ ان‎ 
الکتلة الاحتمالية للمتغیر جد العزم اللامرکزي ذو المرتبة الثانية حول‎ 


‚2 النقطة‎ k 








۷٧ 


5 4 
Е(Х—2)#= Er- 22 — 
x=] ` 
1 | Е 2 
= Et 1000004 000 ۱۸ +13) + 
f (22(4)] 


مثال. )3( : В‏ دالة. الكثافة الاحتمالية 
للمتغير × . جد العزم اللامركزي ذو المرتبة الثانية حول النقطة 2 


1 
E(X - 2۷ = W 


ыра : Í 
زرو ال‎ 1 


ب - العزوم حول نقطة Moments about the origin МУ‏ 
أن هنا النوع من العزوم يعتبر حالة خاصة “من العزوم اللامركزية في 


حالة 


اختیارنا 0= a‏ دائماً, ووفق هذا الاختيار يقال أن التوزيع الاحتمالي الى × 
يمتلك عزم ذا مرتبة г‏ حول ل نقطة الاصل معرف بالصيفة ... ,2 ,1 r=‏ دع 


ویتم حساب هذا العزم ЕТЕТ‏ 


فی ¿J>‏ × متقطع زجاع كع« J‏ = پوچ 
“р 2‏ 


في حالة Xx‏ مستھر هر f‏ = 
Q‏ 


UG‏ کانت1 = ۲ نحصل على العزم ذا المرتية الاولی حول نقطة الاصل اي 
ЕХ‏ وھذا العزم یسمی الوسط Mean‏ لقي × في التوزیع الاحتمالی او القيمة 
المتوقعة إلى X‏ . واذا كانت2 = نحصل على العزم ذا المرتبة БАШ‏ حول 
ааш ез ыша,‏ جن ہو لزج 
الاحتمالي . 


رتال (V)‏ ؛ لسطیات المثال ]٥(‏ جد العزوم الثلاث الاولى حول C‏ 


. الاصل‎ 
: الحل‎ 
ч x l 
EX = 2 * 0 =ч ور هتو دل‎ 
х=} 
š x 1 
EX? = у оьр ү 
حر‎ 


ويترك للقاري» نات العزم الثالث . 
مثال (A)‏ : لمعطیات المثال ( 3( А>‏ العزوم الثلاث الاولی حول ikä‏ الاصل . 


Jai 


1 1 
کا اتو ات EX = f‏ 


о 


£ 1 
ЕХ? - | بل ×2 )٭×‎ = 2 x3dx = L 
٥ 0 2 


ويترك للقاريء حاب العزم الثالث . 


Уң 





ج ۔۔العزوم المركز 4 Central momëénts‏ 


وهذه هي الاخری تعد حالة خاصة من العزوم اللامرکزیة في حالة اختیارنا 
ЕХ‏ و ووفق هذا الاختیار يقال ان التوزیع الاحتمالي الى x‏ يمتلك عزماً مرکزیأ ذا 
مرتبة ۶ була‏ بالصيغة 2 = ۳,۶[ ۳ - × ] تظویتم حساب М»‏ العزم وفق 


. الاتي‎ 
یرم‎ - EX] = XZ (x-EX)- P(x) متقطع‎ X في حالة‎ 
хе 5 
-f (x— ЕХ)" f(x)dx 
à ستمر‎ X في حالة‎ 


فاا كانت rsl‏ فان (M) Б(Х-Е(Х))=0‏ واذا كانت 2 = r‏ 
J 7‏ الہ زم SSA‏ ان ү.‏ الذي يسمى التباين variance‏ في التوزیع 
الاحتمالی الى »(( او تباین X‏ الذي سيأتى ذكره في فقرة لاحقة. 





مثال (۹) : لمعطيات المثال ( ۰ ) جد العزم المرکزي الثالث . 


: الحل‎ 
E(X- EX) = EX? — 3(EX} (EX?) + 2) EX F 
: واضح ان‎ 
EX = 3, EX? = 10, ЕХ? = 354 
فاذن‎ 


4 E(X — 3) = – 6 


مثال ( ۱۰ ) : لمعطيات المثال ( ١‏ ) جد العزم المركزي الثالث . 


Я | 
ЕХ = ——,ЕХ®* = لے‎ Ex: ے‎ : 
تل‎ 2 ү 


үү 


فاذن 
E(X EX) = EX? - 3(EX)(EX2) + 2 EX)‏ 


1 
135 - 


Central Absolute moments العزوم المطلقة المركزية‎ 2 


يقال ان التوزیع الاحتمالي الى × يمتلك عزماً مطلقاً مركزيا ذا مرتبة ۶ معرف 
بالصيغة ... ,2 ,1 = ۶,"| ×ظ — × | ظ,ویتم حساب قيمة هذا العزم وفق الاتي : 


فی حالة X‏ متقطع ЕХ” = Y |x- ۳۳۰ Pix)‏ د اع 
хо 9‏ 
فی حالة X‏ مستمر f(x) dx‏ ^| ×ظ ~ |x‏ ۱ > 

а 


ویلاحظ لهذا النوع من العزوم انه اذا كانت bae r‏ زوجياً فان العزوم المطلقة 
المركزية الزوجية المراتب ماهي الا العزوم المركزية الزوجية المراتب . 
فاذا كانت ...,1,2,3 = 26,1 = فان 


E|X — ЕХ 7 = E(X — ЕХ) 
. جد العزم المطلق المركزي الثالث‎ (ә) لمعطيات المثال‎ : ) ١١ ( مثال‎ 
: الحل‎ 


4 
E|X - EX}? = E|X-3Ë = у | - 3. کے‎ 
=1 


x= 


1 Б? > $ В 
g 1022010 + )1()2( + )۵()3( +)1()4([ 


1 


` 
A ` 


08 


II 


۷۸ 


مثال ( ۱۲ ) : لمعطيات المثال )٦(‏ جد уй‏ المطلق المركزي الثالث . 
الحل : 


1 
E|X — EXÛ = 3ھ‎ 2р [ рх ماش ب‎ 
3 N 3 


ыз 2 Y г 2 ү 133 
-2 | (2) a [ (5) dx = u 
Factorial moments س العزوم العاملية‎ 2 

يقال ان التوزيع الاحتمالي. الى هر يمتلك Шу‏ عامليأ Ú‏ مرتبة r‏ معرفاً 
بالصيغة (X-j+ DP Е‏ ۶ ]ریت حساب هذا العزم وفق الاتي: 


j=1 
متقطع‎ X في حالة‎ 
e| ж (X=j+1)] = У | л زې‎ ро) 
از‎ xs Q j=1 7 
ستمر‎ X في حالة‎ 


- | | л دو‎ рое 
аа 


واذا کانت1 = عفان العزم العاملي ذو المرتبة الاولی ماهو الا EX‏ وعندما2 r=‏ 
فان العزم العاملي ذو المرتبة الثانية ماهو الا РХ(Х-1)=ЕХ?—-ЕХ‏ 


مثال ( ۱۲ ) : لسطیات آلمثال )٦(‏ جد العزم العاملي الثالث . 


الحل : 
ЕХ(Х—})(Х—?) = EX? - 3EX? +2ЕХ‏ 
ومن معطيات هذا المثال لاحظنا أن , 


۷ 


2 2 
.= لش سے تيرق — <= EX?‏ 
EX 3‏ > غه ې 


EX(X-1)(X-2) = — 


و - العلاقة بين العزوم المركزية والعزوم حول نقطة الاصل . 


فيما يلي بعض العلاقات التى تربط مابين العزوم المركزية والعزوم حول نقطة 
الاصل . هده العلاقات مفیذة من الناحية التطبيقية عند حساب عروم مرکز ية 
اوک ممین ‏ غه په دا عنم حول مل ان العم الب ری ذو 
المرتبة ЕХ) r‏ )ع . وباستخدام نظرية ثنائی الحدین Binomial‏ 
РА theorem‏ البیان ان 


r 


(X- EX} = Y )رم‎ EX) 
` نم‎ 


{—ЕХ)'+Х(—ЕХ) 1 L уу” \ 


2 Pe 
E(X- EX) = > C?(— EX) EX, EXO Š | 
k=0 = وي‎ 


٤ من الصينة الاخيرة أنه. امكن التعبير عن العزم المركزي ذا الرتبة‎ ky 
32. بدلالة لمزوم حول تقطة الاصل‎ 


3 u j 
E(X- EX} = У с - و رم‎ 


к= 0 


= (— EXP? + 3 )دب لص ي2‎ EXJ(EX) + EX? 
= ЕХ? - 3(EX)(EX2) + 3( Ex y — {EX} 
= ЕХ? — 3(EX)( EX?) + 2(Ex) 


А 





ز - العلاقة بين العزوم العاملیة والعزوم حول نقطة الاصل 
يمكن حساب قيمة العزوم العاملية لتوزيع احتمالي اذا علمت عزومه حول نقطة 
الاصل . فمثلا يمكن حساب قيمة العزم العاملي الثالث بدلالة العزوم الثلائة الاولۍ 


حول نقطة الاصل . اي ان 


3 
e| 1 (x-i+ | لا برع‎  )()ل‎  2( 
j=1 


= ЕХ? — 3EX? + 2EX 


,>„ مثال للفائدة التطبيقية للعلاقات ما بين العزوم هو الموضح بالمثالين المرقمين 


OFS) 
Mean المتوسط‎ : 0 


ويسمى في بعض الاحيان ١‏ الوسط الحساہی لقيم المتغیر العشوائي في التوزیع 
الاحتمالی .٠‏ ویعرف المتوسط بأنه قيمة العزم ذو المرتبة الاولى حول نقطة 
الاصل . وغالبا مايرمز لهذا المشر بالرمز م او بشکل مختصر ۸. وهذا يعني 


m آن‎ 
н = ЕХ 
- > x. P (x) متقطع‎ X في حالة‎ 
= | xf (x) dx في حالة .× مستمر‎ 
о 


ان المتوسط عبارة عن مقياس موقعي ( اي قیمةمعرفة على المحور السيني ) 
مقاس بنفس وحدات قياس المتغير X‏ ویعبر عن قیم × المعرفة في © بقيمة واحدة 
تفی ببعض المعلومات عن موقع التوزیم الاحتمالى . وفي حالة المتغيرات الستمرة 
فان © e‏ م اما في حالة المتغيرات المتقطعة فان قيمة م قد تكون معرفة في © 


م ۹٩‏ الاحصاء الرياضي ۸۱ 





او قد لاتكون الا انه وبشكل عام اذا کان © مجموعة قابلة للعد فان كر يجب أن 
يكون اکبر من اصغر قيمة معرفة في Q‏ واصغر من اکبر قيمة معرفة في . فمثلا اذا 
کان (...,0,1,2 حم <) ع © فان ٤)0 >× оо}‏ ۸. وتجدر الاشارة 
هنا الى انه فى بعض الحالات لا يمكن إيجاد المتوسط لتوزيع احتمالي معين يسبب 


عدم تحقق خاصية التقارب المطلق اي في حالة کون : 


У |x| Рх) مه م ×1 زع )|| | ته مہ‎ 
о Š 


хє 


Q 
~0 <р, > 6 فان‎ 66 = )«: о > ۶ > © وبشکل عام اذا کان‎ 
. اذا كان م موجود‎ 
: ان اهم خصائص هذا المؤشر هي‎ 
8) بان 0= رمس‎ 
زم - ۷7ط‎ = EX Ep =u -p =0 : البرهان‎ 
اعدد حقيقي . يكون اقل مايمكن عندما م = ط‎ , ELX - ب أن8(2‎ 


البرهان 


ار څل E(X-b+u -u‏ = (9 - )8 
?]) بر ها( بت ٣))»‏ = 
( سح جار م ))2 ګډ ماج E(X— u J4‏ = 
JE(X— “4 )=0‏ سر ارگ( )+(b—-#‏ سر - E(X‏ = 


واضح ان 0 < ) بر - (b‏ ویکون مساو للصفر عندما م b=‏ وذلك يعني ان 
by:‏ - ) تریکون اقل Kah‏ عندما بر - 6 


مثال ( :)٤١‏ افرض أن ر متغیر عشوائی بدالة كتلة احتما حتمالية = Px)‏ 
ох=1,2,..‚8‏ جد ۸# É‏ 


تہ 


8 8 
E = у یہہ کے‎ x= — = 45 


لاحظ في هذا المثال ان ۸ غير معرف فى ©الا ان 8 > ۸ > 1 


مثال ۱ه۱): افرض أن X‏ متغیر عشوائي بدالة كتلة احتمالية 





x 
5 ۳ -4 

х= 0,1,2... Р(х) = е 2‏ جد متوسط × ف هذا التوزیع . 
x:‏ 
الحل : 

x 4хе 7% х 45-1 
3 U = سے ۶ھ‎ 
ام‎ > Z, 3 e از‎ 


لاحظ فى هذا المثال ان 4 - م قيمة معرفة ق © 


مثال A)‏ ): افرض ان X‏ متغير عشوائي بدالة كثافة احتمالية 36-77 обох)‏ 
X < 0‏ جد متوسط X‏ في هذا التوزیع . 


: الحل‎ 
оо 2. 
۸ = | x. 367 dx = 3 ۳ хе” 3xdx 
وبحل التکامل بطريقة التجزئة لاحظ ان‎ 
Е 1 
Элу ات اڅن‎ 28 
| хе х u 3 


N 











مثال ( ۱۷ ) : افرض انمه > × > إ l‏ = رع تمثل دالة الكثافة الاحتمالیة 
7 
الى X‏ جد ٨‏ . 


الحل : 


x. — dx = ۱ фы]?‏ ۱ = پا 
i 1 jet%‏ 


= т صا‎ x) 


لاحظ هنا ان التکامل متباعد وھذا يعني انه о‏ ایجاد المتوسط لهذا 


التوزیع 
الف الوسط الترافتی Harmonic mean‏ 


يعرف الوسط التوافقی لقيم X‏ في توزیع احتمالي معين بانه مقلوب القيمة 


المنوقعة لمقلوب۔ ×. فاذا کان H‏ یمثل الوسط التوافقی فان 


۷۴7.77, 





زا 0 اى x‏ 
و aq‏ ال i‏ 1 
فی حالة × متقطع x Рх), х0‏ 7 = 
1 ! 1 سے 
في حالة X‏ مستمر кы {х)дх‏ = 
Q‏ 
وبشکل عام اذا کان مه < x‏ > مه — (x:‏ = 60 ۴× فان ~o <H > о‏ 


كذلك ومن خلال متباينة جینسون یمکن ملاحظة انه اذا کان 0 < × فان 


е ال‎ 1 
H x JZ Ex FX # 0 


м 





L 





مرهونة е‏ )سي D‏ التقارت المطلة 

مثال (۱۸) : افرض أن و , 2= = Рх)‏ تمثل Jb‏ 
لاحتمالیة إلى × جد الوط التوافقي لهذا التوزیع . 

الحل : 

لکت ہے یپ( 





= 7 H = 29438 > یر‎ = 45 


مثال (۱۹) : افرض أن × متغير عشوائي بدالة كثافة احتمالية ×2 = ) 


{х 


r 


x > 1‏ > ق, جد الوسط التوافقي لهذا التوزیع . 
الحل : 
۱ اد ود 
2xdkx = 2‏ سد = 
x‏ ( له 
ые‏ 2 | 
فد = با > = = Н‏ 
А‏ ' ۱ | 7 مہ >« 1 
مثال ( »> ) : لیکن × متغير عشوائی بدالة كثافة احتمالية سو х=‏ 
R £‏ 


x< x‏ < 1. جد الوسط التوافقی لهذا التوزیع 


fi 


هم 











езы‏ سه 











П 
КО 


الحل : 
E ГЕ > | 1‏ 0 1 
H | х х? a= | Тэ ۳ 5‏ 
i‏ 1 
فاذن H=2‏ 
لاحظ من هذا ا ان على الرغم من لن ,۸ غير موجود الا ان التوزيع 
امتلك وسطاً تو 
رابعاً :.التباين Variance‏ 
ان الاين عبارة عن مقياس درجة لت قي نتفر المثوائى لتوزيع اعتمالی 


. ويعرف التباين بانه قيمة العز زم المركزي الثاني . وغالباً مایرمز مز این قيم 
x pr‏ بالزمز رې )۷ او о]‏ وهذا يعني ان 
в? =н ый ыр‏ 


ان التباين ماهو الا الفرق مابين العزم الثاني حول نقطة الاصل ومربع العزم 

. ومتوسطیا‎ X جا ٭ مربع الفر مابين قيم‎ s ай حول نقظة الاصل . اء.‎ e 
قيمة غير‎ оу لاف يعني ان‎ ЕХ? < (EX): وحسب متباينة جینسون فان‎ 
xeQ 21 عو‎ <X << x< سالبة أي أن" 0-0 . أي أنه وبشکل عام اذا کان(‎ 
يسمى يسمى «الانحراف المعياري‎ E ان ان الجذر التر بيعي الوجب للتباین‎ ١ 520:< 0 .فان‎ 
وحدات قياس ا تغبر×‎ о уа لقيم ×. ان التباين مقاس‎ “ Standard devialion 
في حين ان الانحراف العياري يكون مقاسأ بنفس وحدات. ان‎ (ukata) 
مسألة تحديد التباين الى بر في توزيع احتمالي معين مرهون بتحدید قيمة العزمين‎ 
الاول والثاني حول نقطة الاصل وفي حالة عدم تمتع احدهما بخاصية التقارب‎ 
المطلق فذلك يعني عدم امكانية ايجاد قيمة التباين . وفيما يلي بعض خصائص‎ 


هذا المؤٹر ؛ 


_ اذا كانت а‏ كمية ثابتة فان 0 = Via)‏ 


> 
pri 





البرهان : 


V(a)= Ea? – {Ea} = a — a) = a — a = 0 
عندئذ‎ Y = aX ب اذا كانت ۾ كمية ثابتة . × متغیراً عشوائیاً . وان‎ 
ү(Ү}=а У(Х) 
: البرهان‎ 
VIY) = EY? — (EY)? = Ea2X2 — E (aX )2 
= a? — (EX) = a V(X) 
به‎ - aX + 0 متغير عشوائي وان‎ X كمية ثابتة‎ a.b اذا كانت كل من‎ - = 


VY} = 8٦۷ (X) Хе 


البرهان : پاستخدام الخاصيتين (۱. ب ) يمكن برهنة ذلك . 


د- لیکن отун,‏ يمثلان على التوالی الوسط والتباين لقیم ‏ في توزيع 
احتمالي معين .وافرض ان ۷۶ - ×) = 2حیث Z‏ تسمى «الدرجة 


. x الى‎ АА « Suandard 6 المعيارية‎ 


1 (2) ۷ مهما كان التوزیع الاحتمالي ای × . 


البرهان. . ' : دا 


= Е(Х – рх)/6, = 


i 9‏ 
0= ريس ЕХ‏ سا 
پر6 





2 K= $ 
= EZ (EZY = EZ? = E ) — ) 
E(X = | +в? = \ 

= ہے‎ =) ЗЕР 7 


EZ = 0 


EZ 


VIZ) 


АМ 








x 


مغال (۲۱ ) : افرض ان X‏ متغير عشوائي بدالة كتلة احتمالية -م- >(×)2, 
3 س٤×‏ . جد تباین X‏ وتباين ېه = لا 
الحل : 
7 کی j‏ 1 3 
لپا =` — سے = ЕХ‏ 
د х 5 = x‏ 2 


3 3 0 
EX = Y к. لا کا‎ E ند‎ 6 


7 ү 5 
eW Egia شک ا‎ 
пв (+) - و‎ 


مثال ( ۲۲ ) : لتکن 0 < × »2 -26 = (×)؟ تمثل دالة الكثافة الاحتمالية الى X‏ 
جد تباین × وتباين )رو - 3 = Y‏ 


الل : 


ЕХ : ےج‎ 1 0 1 
= 27 -م2 2 — = :و‎ 2x 
| € x اڑا‎ ЕХ | 276 dx = یہ‎ 


3 
نب‎ 
Sw > 
5 
1 
[9 
и. 
© 


VEX کاچ هه‎ ЕА 
ОУБ (3 4 


VOY) = V3 —2Ху=У(—2Х) وان‎ 


1 


۳ AVX) = 4 — 251 


۸ھ 





خامساً : الانحراف المطلق Mean deviation (Ма)‏ 
مقياس لدرجة تشتت قیم المتغیر العشوائی في توزيع احتمالي . ويعرف 
الانحراف المطلق بانه قيمة العزم المركزي المطلق الاول . وعذا يعني ان 
M, = E]X- EX]‏ 
T INRE‏ کڈ > 
ي ان الانحراف المطلق یمثل متوسط الفرق المطلق بين EX, X‏ . ووفق 
هذا التعريف نلاحظ ان M,‏ قيمة غير سالبة . اي 0 Мух‏ وبشکل عام اذا كان 
(ه < > хед = (x: - о‏ فان 0 < M.‏ . كذلك يلاحظ ان M,‏ مقاس 


بنفس وحدات قياس XAN‏ ان مسألة ایجاد د M,‏ قیم في توزیع احتمالي 
مرهونة بایجاد EX‏ . وھذا يعني أنه يجب ان یکون ЕХ‏ وی وا 
s‏ جاب M, Ba‏ . كذلك فان من خواص هذا القیاس هي: اذ 
کات كل قن ۵ كمية ثابتة Y=aX+b‏ فان ری سو الى y‏ 


М.У) = |а|. мх) هو‎ 


مثال ( ۲۲ ): افرض ان 7,, 7 = ,له - ری «تمثل دالة الكتلة الاحتمالية 
إلى x‏ جد الانحراف المطلق . 
+ حیث ان 4- ]فان |4 )راع = ЕХ|‏ - × اتا = M,‏ 


7 


12 1 
څل دزة+3+2+1+0+1+2 لط = ہے Y |X-4|.‏ 
1> ر 


1 
مثال ) (xt‏ لتكن 7 > ×> 3-, مب = ( »)۶ تمثل دالة الكثافة الاحتمالية 
الى × . جد الانحراف المطلق الى × . الانحراف المطلق الى ×3 - 4 = ۷ 


الحل : نجد اولا ×ع وهی 


۸۹ 











فاذن 


7 
M (X) = ۶ سه‎ | [х ~ 2|. l ax 
25 10 
1 2 ہے او وج‎ SPS: 
2 ~ )×- 2(0 + (x—2)dx | = 2-5 
10 ЕД š 
وان‎ 


мау) = ۸۷۸۷ )4 - 3X) = | — 3|. ارك‎ X) = 3(25) = 75 


۳ ۲ : الدوال المولدة للعزوم 


Moment generating functions 


ابتعرضنا في الفقرة السابقة مفھوم التوقع الریاضی وخصائصه واهم تطبيقاته 
وخصوصا في مجال حساب عزوم المتغير العشوائي في توزيع احتمالي . في هذه الفقرة 
سوف نستعرض دوال معينة من شأنها توليد عزوم توزيع احتمالي بانواعها المختلفة 
ايأ كانت مراتبها . مع ملاحظة ان البراهين التي سترد لاحقاً في هذه الفقرة ستكون 
لحالة المتغیرات العشوائية المستمرة وهي ذاتها لحالة المتغيرات العشوائية المتقطعة 
ماعدا انه يتم استبدال رمز التكامل پرمز الجمع . 


افرض أن X‏ متغير عشوائی بدالة BES‏ احتمالية бох)‏ وان © بشكل عام 
تمثل مجموعة الاعداد الحقيقية R‏ . وافرض ان вік)‏ دالة بدلالة ‏ وان ) متغير 
آخر و h‏ عدد موجب بحيث أنط >۱ > -روفق هذه المعطيات يمكن تعریف 
الدالة المولدة لعزوم gtx)‏ (اذا كانت موجودة ) نی هذا التوزیع بانها القيمة 


المتوقعة الى الدالة دوين فاذا رمزدا للدالة المولدة لعزوم gix)‏ بالرمز 
Ма (0)‏ فذلك يعني ان . 
داو لي حت РИХ‏ کو — 
في حالة × فتقطع | 1 , 2 7 М) = Бе‏ 
жк‏ 
ق حالة X‏ مستمر a | ens {(х)ах‏ 


۹. 





ان مسألة وجود الدالة المولدة لعزوم BUR)‏ مرهون بکون 0 أو المجموع 

متقارب على نحو مطلق واذا لم يكن كذلك عندئذ يقال أن الدالة المولدة لعزوم 
2١× (‏ غير موجودة . واذا كانت هذه الدالة موجودة عندئذ 0 0 على عزوم 
التوزيع الاحتمالي الذي اشتقت منه مهما كان نوع تلك العزوم او مراتبها وكما هو 
موضح بالاتی : 


باستخدام مفكوك سلسلة مكلورين 


Maclaurin's expansion‏ يمكن 
ملاحظة ان 





X 8۸ ۸ 
ون‎ кем 
Е £ 7 3 

= 1 + جې(«)ع)‎ паи + гаш. + 


وبأخذ التوقع الرياضي لطرفي السلسلة نحصل على : 


2 3 
۸۷۷۸۸ ))( = 1 + tEg(x) + سل‎ Eeo) + Ar Eg (х) +... 


يلاحظ من )8 ان عزوم الدالة E IX)‏ موجودة ولمختلف المراتب . وهذا шю‏ 
انه يمكن تولید اي عزم منیا فیما لو تم ایجاد المشتقة من مرتبة ذلك العزم للدالة 
MI)‏ نسبة الى о,‏ بالاتي : 


2 


Mitt = Eg (x) +O ۱۱(۰۰۱( 


)=Egix) +۱۳۵ (x) + 


ے اده 


حیث (1) "۵ تشیر الى مشتقات من المرتبة الاولی لحدود لاحقة تتضمن 1 بقوی 


علیا . ویجعل 0 = ١‏ في( » ) تحصل على . 


Mi Ë to)= Egix) 


ах} 


كذلك فان 
ку Ж?)‏ ()'ه 1Ер%{х)+‏ + ریب Eg‏ = )1( 


داو 


м, 


۹۱ 














حيث (۱) “0 تشر الى مشتقات من المرتبة الثانية لحدود لاحقة تتضمن ٢‏ بقوی 
عليا . وبحعل o‏ = ا فی( ) تحصل على 


› 
Мило) = gx) 


ووفق هذا الاجراء فان العزم ذو المرتبة r‏ للدالة («)ع ماهي الا المشتقة ذات 
المرتبة 7 للدالة M‏ وبجعل ١‏ مساوية للصفر . اي ان 


...,1,2,3 دع رگا Eg‏ = ره اي لا 


وفيما يلي الانواع المختلفة للدوال المولدة للعزوم وسوف نركز اہتمامنا على 
الدالة المولدة للعزوم حول نقطة الاصل نظراً لاهمیتها . 


Moment generating function الدالة المولدة للعزوم‎ : ۱ ٢ ٢ 
„(about the origion) ( حول نقطة الاصل‎ ( 


1 1 اختیار الدالة: = x)‏ ار ж‏ اتحصل على ماتسمی بالدالة المولدة لعزوم 
کے ة الاصل . m‏ لذا الاختيار فان هذه ЖЫЙ‏ ۱ کانت موجودة) 
سوف تکون معرفة. بالاتي 


муе Ee = У ерх) متقطع‎ X حالة‎ Š 
Q 
م‎ + ۵ 
= | ها‎ fix)dx مستمر‎ X في حالة‎ 
к= 
حول نقطة‎ г .وبذلك فان العزم ذو المرتبة‎ 0M, )0( واضح مما تقدم أن | ب‎ 
| | الاصل ماهو الا‎ 
EX = سی (0۵) ۳ )ا‎ 1,2,3,.. 
وھذا یعنی ان‎ 
M40) = ÉX فی آلتوزیع هو‎ X <š متوسط‎ 


۹۲ 





وان 


متوسط مربعات قيم »ې التوزيع هو : MZ )0( = ЕХ‏ 


کا а‏ أن : 
Мв,»‏ يعني أن : 


V(X) = Mz (0) — [ Mz (0)]°‏ 
وفيما يلى بعض خصائص هذه الدالة ؛ 
ان 


١‏ بفرض أن × متغير عشوائی وان Му!)‏ موجودة . وبفرض 

Kae ثابتان حقیقیان‎ b 2 چیت ده و0‎ Y =a+ bX 
My(t)= ګت‎ My (b1) 

البرهان : نفرض أن () ) M,‏ تمثل الدالة المولدة لعزوم Y‏ حول نقطة الاصل ۔ 


— ام = لامج‎ ١ 
| My) = Ee" = Ee | | узш 
| = Ëe”. ettn = е“, ۷ء‎ 


| = e" M ibt) 
: ان الدالة المولدة لعزوم الدرجة المعيارية 2 حول نقطة الاصل هي‎  " 


و 
MEE ۶ (у)‏ 


البرهان : نفرض ان Mait)‏ موجودة وان 6/(ب - Z= (X‏ تمثل الدرجة 
المعیاریة المقا بلة الى یا . عندئذٍ فان 





M, ح(ع)‎ Ее = Ee. ° 


\ 
m 
% 
s= 
o 
" 
о 
1 
3 
۳ 
o 
سرو‎ 


aç 


+ اذا كانت Муң!)‏ موجودة فان (ا) ملا ھا ح()) K‏ موجودة . حيث 
t)‏ )ي "oss‏ الدالة المولدة التراكمية Cumulant generating function‏ “ 
فان Ку(0) = V(X),K%(0)=EX‏ 


البرھان : 


9 Š М; (0) 
Mxit) درو چے‎ 2549) 
لايم‎ = qy) ۔( 8اا‎ O) 





وحيث ان1 = (0) WBM‏ يعني أن 


Ку(0) = My )0( = EX كذلك فان‎ 
K! My (1). Mtt) = Ма). Му) 
x) MZ (Ü) 
فاذن‎ 
К) =M% (0) - 2[ر۵)ی۸8]‎ = V(X) 7 
К,(0) = InMy (0) = 0 مر شی‎ 


٤‏ اذا كانت )1( Му‏ موجودة وان EX‏ معرف . Ме‏ وحسب متبايلةجينسون 
فان My )٤(‏ تکون في نهایتها الصفری عندما 0 = t‏ وعند ذلك فان هذه АЛЫЛ‏ 
سوف تمتلك حد ادنی مقدارہ واحد .. 
البرهان : ان My (t) = Ee‏ وحسب متباينة جونسون فان" ЫЛЕ,»‏ 
ان کت دالة محد بة بالمتغیر X‏ لجمیع قیم ١‏ وقیم × واذا کان 0 = EX‏ فان 
Eef < 1‏ كما ان هذا الحد يمكن الوصول اليه عندما 0 = ). وهذا يعني ان 

А М, 7‏ في نهایتها الصفری عندما 0 = ) وتمتلك حد ادنى 3 

ه اذا كانت My(t)‏ موجودة فهي دالة وحيدة . Jil unique function‏ 
التوزيع الاحتمالي . اي ان كل توزيع احتمالي امتلك دالة مولدة للعزوم чаб‏ 
دالة وحيدة لا يوجد غيرها . وهذا بعنی‌ان( ۱ ) ر تصف التوزیع الاحتمالي الى 

× ( اي من هو التوزیع الاحتمالي الذي اشتقت منه U‏ 34,4 ) والعکس صحيح 
اي ان التوزیع pei‏ نہ للمزوم اذا كانت موجودة وو 
نلاحظ في النقرة (۷- ۲) اسلوب استنتاج التوزيعات الاحتمالية باستخدام 
هذه الدالة . 
+4 








| مغال (۲۰):افرض ان ×متغیر عشوائي بدالة کتلةاحتمالیة ‏ تس (ع ا۶ء 


: جد مایلی‎ . X = ol os 

أ الدالة المولدة لعزوم X‏ حول نقطة الاصل . 

ب _ الدالة المولدة التراكمية . 

> الوسط والتباين باستخدام الدالتين المستخرجتين في أ . ب . 
د _ الدالة المولدة لعزوم ×3 - 2 Y=‏ 





الحل : نفرض أن My (U)‏ موجودة . عند : 





x xa" 3 
М0) = Ee = سم کے‎ 6 


А | 
. بيع 1 ئگ‎ 
х=0 х. 


А гух 
5 (Зе 9 
е 3 ) =e 3 ex 


t 8 
- رد 3م ې‎ 
xz x. 


لاحظ ان 1 = (0) ۷۲ - 


=% 


)1 - »)3 ع()) رها = Ку)‏ | 


لاحظ ان 0 = )0( .K‏ 
ج _ الوسط والتبا ین باستخدام My)‏ 


Ма) = etno 3e’ = پیر(“ )3ج3‎ 


3= ری ید = EX,‏ < 


Ми) = 3و3‎ (3et +1)) 
< EX? = MZ(0)= 12 V(X) وب 32 - 2اے‎ 
1ئ‎ Ky(t) الو سط والتبا ین باستخدام‎ 
І + لوسط والتباين‎ 
КҮН) = 7 EX پلاے‎ )0(- 3 
КЧ) = 3er V(X} =K?(0)=3 


۹۵٥ 


لاحظ السهولة في حساب الوسط والتباین بابتخدام الدالة المولدة التراكمية . 
=з‏ لد ۱۱۶7م My) = е“. My ibt) = e%‏ 
مثال ( ۲۹ ) : افرض أن × متغیر عشوائي بدالة كثافة احتمالية 
 f(x)= 26 х > 0‏ جد مايلي : 
أ الدالة المولدة للعزوم حول تقطة الاصل . 
ب - ЖЫЙ‏ المولدة التراكمية . 
ج ب الوسط والتباین الى 
د الدالة الموادة لمزوم الدرجة usha дй‏ 


الل : نفرض ان (۱) My‏ موجودة . فاذن 


% 
M(t) = Ee = ۱ تن‎ 267 іх 


0 ل 





و = د 


S< 2 دام‎ - dx жаы 2 
۳ t- ادم‎ 


2 


پات ln (2 2 L)‏ - مصاع (۱) )و1 = )٩(‏ کا 
= سره = SPR‏ لست زر 
E Е‏ سو ده тт ý‏ 
لي رو ل درم نع د ون۷ | = К)‏ 
x9 > 2-1۳ У(Х) х\0) 4 OT 9‏ 
ёг 1 и‏ ۔ 
Mu) =e ° М, (+) Е‏ 
e! 2 = 1 > 1‏ 
сый!‏ 2ت2 7 


۹٩ 














Eh :‏ 1 
مثال ( ۲۷): افرض أن fix) = x>!‏ تمثل دالة الكثافة الاحتمالیة الى 


×. جد الدالة المولدة لعزوم X‏ حول نقطة الاصل . 





الحل : نفرض ان (۱) My‏ موجودة . فاذن : 
1 و : 
ах‏ ہیی ех.‏ | سے мүн) = Ee“‏ 


1 





وباستخدام اسلوب التكامل بالتجزئة وبمرحلتين يمكن ملاحظة ان . 


7 | | - 
х7 2. e“dx = | tim ) رع احير‎ +e |+ lim tein 
1 مع‎ I مو‎ x 1 


х 
_ 0 | е'Ҹахах 
1 


واضح ان التکامل اعلاه متباعد وهذا يعني ان (ا) Му‏ غير موجودة . فاذن 
نستنتج ان هنا التوزيع الاحتمالی لا یمتلك دالة مولدة للعزوم حول نقطة الاصل 
الامر الذي يقودنا للقول انه لایمکن ایجاد الوسط والتباین الى X‏ . 


»_؟ -» : الذالة المولدة للعزوم اللامرکزیة 
Non-central moment generating function‏ 
اذا تم اختیار الدالة gix) = x a‏ حيث 8 ثابت اختياري Имде.‏ يمكن تولید 
المزم اللامركزي ذا المرتبة ”من خلال التفویض عن( × )ع ب dix а)‏ الصيغة 
(а).‏ . اي ان الدالة المولدة للغزوم اللامركزية ستكون : 
)بز EED = e“‏ = زا )رم Mog‏ 
وبذلك فان العزم اللامركزي ذو المرتبة ‏ حول النقطة а‏ هو : 
Е(Х  ه( = М) a) ‚г=1,2,3,...‏ 


م / ۷ الاحصام الرياضي дЫ‏ 


یلاحظ فیما تقدم ان وجود الدالة المولدة للعزوم آللامركزية مرتبط وود 
الدالة المولدة للعزوم حول نقطة الاصل . 


مثال ( ۲۸ ): اذا علمت ان الدالة المولدة لعزوم X‏ حول نقطة الاصل هي 


15% 
324 


Mgt) =e 


جد الدالة المولدة للعزوم اللامركرية حول النقطة 3 تم جد العزم اللامر کزي 
supll‏ 
سی 


الحل : حيث ان M y )١(‏ موجودة فذلك يعني ان الداله المولدة للعزوم اللامركزية 
موجودة ايضأ وهي : 


-м+ 102‏ و1 
۳ 2 اي M x-a (t) = Mel‏ 
فاذن ' I‏ 
102 +3- ۳ 
Му!) = © ` .)-3 +i)‏ 
23 ہے (3- 5035 = (0ارو- )۳ 
i z 3 +‏ 


3 - 36 1? š 2 
Mig ع = ()ارو-‎ .)1( + )-3 + ۱۶6 


Mig ع (0)رو-‎ E(X—-3) = 1 +)- 3) = 0 


ç ے٢‎ L <‏ الدالة المولدة للعزوم المركزية 


central moment generating function 


ان هذه الدالة تعد حالة خاصة من الدالة المولدة للعزوم اللامركزية عند اختیار 
h‏ = ہیر а=‏ وعندئذ فان هذه الدالة تاخذ الشکل التالي : 


٧ (1ام‎ =e“. My(t) 


АА, 


2-7 أن العزم المرکزي ذو المرتبة ۲ هو: 

۴) — р) = MIE ل‎ = ТО 
حول نقطة الاصل هي‎ X مخال ۲۹۱ ) : اذا علمت ان الدالة المولدة لعزوم‎ 
5 جد الدالة المولدة للعزوم نے هسر‎ . My (t) = "کل‎ 
الثالث ۔‎ 


لحل : نجد اولاً الوسط الب X‏ 


мди) = ев ہر .)16 ےی‎ = ۸0 )0( =2 
پیا‎ yuta = е7 ссн" 7 
Mal) = e% (160) = 167 : عليه فان‎ 


7 1 = رریماں (e8 + 1e‏ 16 = ()) رد۳ 
((6)"'ه(١۱6‏ + 1( + )32( کی 16 = Mean tt)‏ 
0-0)بی Му‏ = 2۶ -)()ع . 


س ٤-٢‏ الدالة المولدة للعزوم. central absolute moment‏ 
المطلقة المركزية generating function‏ 
اذا تم اختیار ну] ЖЫЙ‏ - ×| = (×)ع عندئذ يمكن توليد العزم المركزي 
KE‏ ذي المرتبة r‏ من خلال التعويض عن вх)‏ ب أعم - وا في (ж)‏ 
Myx yl) = Бек‏ 
MHO = 123,‏ = الس E|X‏ 
مثال )©( افرض أن × шш‏ عشوائي بدالة BES‏ احتمالية 
0 < » .*-ه = к)‏ . جد ЖЫЙ‏ المولدة للعزوم المطلق المركزية ثم احسب 
العزم المطلق الاولی والثاني . 


۹۹ 











الل : ان الوسط لقيم X‏ في هذا التوزیع هو ! = بر فاذن 


M yaa (t) 1 ен ет *dx 
о 


1 k 
= f ех 12 e= xdx .+ | etix-1/ e хах 
1 


0 


وحيث ان 0 > 1 - ×٭ فی الفترة [ 1 хо Го,‏ - 1 =} 1- )=| 4-1 |.وان 
3х-1> 0‏ الفترة [ 1,50 ]فاذن ۱ - × = |) - [x‏ . عليه فان 





4 А К 
мМ. 10) - | (عساالي‎ e7 dx ې‎ | etx- U و‎ dx 
۱۲ be 
3 5 7 
1 $ 2 
=” f او ہش‎ e™*0 -0 dx 
o 1 
е 7 дет! 
` 1+ 1-0 Е: 
قافن‎ My |40) لاحظ ان ]این‎ 
5 i ` te 7 رت 1و2‎ | 
зка) (1+1)* (1-12) 
1 عليه فان‎ 
EKS ы ЕХЕ 
| | رلا د‎ t0) = 207! 
۱ كذلك فان‎ 
۲)1 + 2 40۰1: (3 +t? 
M? ар لت ل و‎ к 
رادا‎ (1 +t) ' (1-2) 














ех, 


8۱۶-۱۱ = = Е{Х- 1) = У(Х) = М" (0) = 1 


ویطلب من القاريء حساب قيمة العزم المطلق الثالث والرايع : 


X‏ ے < — o‏ :الدالة المولدة للعزوم العاملية 


Factorial moment generating function 





їп ЕСЕ А 
يمكن تولید العزم العاملی‎ Зовох في حالة اختيار الدالةم عو ,أ(‎ 
Í رم‎ a وٹ 5 التعويض عن ری‎ 
9 : | 5 
, يعني ان‎ AM ) فاذا رمزنا للدالة الولدة للعزوم العاملية بالرمز ر‎ 


A Ini 
7. 


Mit) = Een = Ee ۲ М) = 
وغل‎ = Ее"! = Eú = M siint) 


وباستخدام سلسلة مكلورين ( ووفق الصيغة × ) يمكن البيان ان 


ыы 





MO) ع‎ M راصال‎ = ۱ + (Int) EX + 1 руз 


ومن خلال هذه اسلسلة < ن توضیح عملية توليد العزوم العاملیة للتوزيع дез‏ 
یہ 
النحو الاتي . 
باپجاد الشتقة الاولى للدالة M ٠٠١‏ نسية الى ا تحصل على , 
RE Int 3 Int j}‏ 
EX? + О‏ بی + M1) = EX + — EX?‏ 


حیث (0'1181 تشیر الى حدود لاحقة تمثل مشتقات من الرتبة الا J‏ تتضمن ин‏ 


بقوی عليا . وبجعل 1 = انحصل على EX‏ سر //۸وبایجاد الشتقة الثانية للدالة 
۱ نسبة الى ۱ تحصل على 
2 = 2 - 
L 1 — Int ЕХ? + 210۱ — dnt} EX? + O'tni)‏ 


07 5 2 








حیث( ۱12۱ ”0 تشیر الى حدود لاحقة تمثل مشتقات من المرتبة الثانية تتضمن Int‏ 


بقوى عليا . وہجعل! = انحصل على ٠‏ 


M'(1)= — EX + EX? = EX? — EX = EX(X — 1) 


ووفق نفس الاجراء الوضح اعلاه یمکن البيان ايضأ ان 
М” 1) = ЕХ? — 3EX: + 2EX = EXI X — 0х2)‏ 


وهذا يعني ان العزم العاملي ذو المرتبة T‏ هو 


r 
MII) = Е m (X-j+ l),r=1.2,3... 


مثال ( ١‏ ) ؛ افرض أن ”لم )) :84 تمثل ЖЫЙ‏ الولدة لعزوم X‏ حول نقطة 
الاصل . جد الدالة الولدة للعزوم العاملية ثم جد العزم العاملي الاول والثاقی . 


الحل : 


1 2 
$ (Ini) 


М) = My (Int) =e 
الان_‎ Март لاحظ ان‎ 


timat ۱ 
Mi = 3 ال‎ SMU. 2 





فاذن 0= M'(1) = EX‏ 
كذلك فان 


1 — Int + (Int 2 ) 


моем ( rE 


М"{(1)=ЕХ(Х—1)—=<1 ОМ 
Ñ فادن‎ 


ویطلب من القاريء حاب العزم العاملي الثالث والرابع والخامس 


< ٢ے ٦‏ : الدالة الولدة الاحتمالية 
Probability generating function‏ 
ان مفهوم هذه الدالة المولدة يقترن بحالة التغر ات العشوائیة التقطعة وهی 
لاتختلف بشيء عن الدالة المولدة للعزوم العاملية سوى انها ممكنة الاستخدام لتوليد 
عزوم التوزيعات التقطعة كأسلوب بديل للدالة الولدة للعزوم حول نقطة الاصل . 
وعلى فرض ان ...8,۰8 Мао‏ سلسلة من الاعداد الحقيقية وان (4)1 دالة بدلالة 
١‏ بحیث أن 
Att)= Уа, - h <i1<h.h>0‏ 
x=0‏ 
عندئذ يقال ان (۸۱۱ هي دالة مولدة للسلسلة ( 4 ]اذا كانت A )١(‏ متقاربة 
لجمیع قيم ؛ المرفة في الفترة[ [hh‏ واذا كان × متغيرأ عشوائيا غير سالب 
يلك وفق دالة كتلة احتمالية Р(х = k)‏ عندئد اذا تم اختیار ) =P (х=‏ 84 
es‏ ۲ فان , 
Ай Y Pix) = E)‏ 
x=0‏ 


. × بالدالة الولدة الاحتمالية للمتغیر‎ 4 )٢( هذه الحالة تسمى الدالة‎ СА 
هي دالة كتلة احتمالية . وهذا يعني ان‎ Р(х) ان‎ ШУРА )1( = | ويلاحظ ان‎ 
متقاربة لجميع قيم ؛ العرفة في الفترة[ 1 , 1-]. ويمكن اللاحظة وبسهولة‎ ١ 


العلاقة التي تزبط مابين MOLAC)‏ وهي : 


Му) = Ee = بع‎ Jî = Alet) 


ФА (1) 
а” 





it) = MC -EN 5 1) ذلك فان‎ 
| sanin روم یرت‎ E D (X كذلك فان (۱ +ز‎ 


مثال )<<( افرض ان × متغير عشوائی بدالة کتلة احتمالية 
Pe?‏ 


х! 


х= 0,1,2... 





Рх) =‏ جد الدالة الولدة الاحتمالية . 


زا ےا ویو ے 
х!‏ و AES x!‏ 
سر ۵ x=‏ 


ж езе‏ نتم 3چ سا 


لاحظ ان 1 ع (1)ھ . كذلك فان 
е0‏ = رع )م ع Мұ)‏ 
ؤهي الدالة الولدة للعزوم حول نقطة الاصل التي حصلنا عليها في المثال )١(‏ من 
الفقرة ( + ۱-۲). كذلك فان 


А) ет. 3 = 3A) ЛА) =3 = EX 
A") = eT = 9А(1) A”) 9 = EX(X —1) 
А) = e7, 27 = 271۸۱۱1 A”) = 27 = EX(X -1)(X - 2) 


ا 


وق هذه الحالة يمكن ملاحظة أن ..., 1,2 зга‏ -(ا() АФ‏ 


Characteristic function 2). الدالة‎ y ٢۳ 
وتسمی في بعض الاحيان ہ الدالة الوصفية » التي تعد بحق من اهم دوال توليد‎ 
العزوم ما تتمتع به من خصائص تطبيقية جعلتھا تقف في مقدمة هذا النوع من‎ 
الدوال . وکما لاحظنا لدی دراستنا لوضوع الدالة الولدة للعزوم حول نقطة الاصل‎ 
فان بعض التوزیعات الاحتمالية قد لاتمتلك دالة مولدة للعزوم بسبب عدم تحقق‎ 
خاصية التقارب الطلق مما يسبب ذلك عدم امكانية التعرف على عزوم ذلك التوزیع‎ 
وخصوصاً مایتعلق الامر بالوسط والتباين . في حين وكما سنلاحظ لاحقأ فان کل‎ 
توزيع احتمالي یمتلك دالة مميزة . ان البراهین التي سترد فی هذه الفقرة سوف‎ 
ینطبق على حالةالتفیرات‎ айз تخصص لحالة التفیرات: العشوائية الستمرة والاسلوب‎ 

المشوائية التقطعة بمجرد استبدال رمز التکامل برمز الجمع . 











بفرض ان X‏ متغير عشوائي بدالة كثافة احتمالية Гох)‏ معرفة قیمه على فضاء 
i i `‏ 3 
عينه مثل © . وان 1 متغير آخر و h‏ عدد موجب بحيث ان b-h > t< h‏ 
ша = - 1‏ تعرف الدالة المیزة . التي غالبأ ما يرمز لها بالرمز (۸)۱ je.‏ 
النحو التالي : | 
(U) = Ee" = E (cos IX + isin iX)‏ 9۵ 
ان هذا التعریف ناتج عن مايلي : يمكن ملاحظة ان مفكوك سلسلة مکلورین 


الى ۸م هو : 


3 


٨ (iX | رن‎ (iX) (их у 
aX ہے‎ 2:1] 8 
e” لق‎ КИБЕТ у сау 4 





(0х)? ux ux), 
-)۱ ИССА 
1 
OR (IX) (x) _ 
+ (x 37 + ET = ШЕЛ Ф. 


= Cos ІХ + isin IX 


| کذلك فان‎ 
ф\ї) = Ее = ۱ رع )!خم‎ ۵× = M tit) 


0 


а 


: خصائص الدالة المميزة‎ :۱ = ç — x 
: فيما يلي بعض الخصائص التي تتمتع بها الدالة الميزة وهي‎ 


1 ٭ (0) ۵ وذلك بسبب ان 1= їй )0( = 0,со5(0)‏ 


ان 
۳ ان 1 > |(4)1| .ات أن (۵)۱ دالة محدودة لجمیع قيم ). 


=з ان‎ 























البرهان : 


۱۵۱0۱۱ - |] e.) | = f le™|.fix)dx, f(x) > 0 
о о 


[ее | = | عا دمم‎ + isin tx | = y cos ix + جا تماد‎ = 1 


فاذن 
KASSI < | fF = 1‏ 
k T 7‏ 


من هذه الخاصية نلاحظ ان التكامل متقارب دائما الامر الذي يستدعي القول 
بان الدالة المميزة موجودة دائما مهما كان التوزيع الاحتمالي الى X‏ .۰ 


*- ان (٤)ھ‏ دالة مستمرة ومنتظمة بدلالة ؛ في الفترة (ته оо,‏ = 
сох‏ 


البرهان : افرض ان 0 # عدد حقيقي . ان الطلوب برهانه في هذه الخاصية هو 
أن lt)‏ ع (ط +۵۱۱ аа Ий‏ 


جميع 
الان : | ۸٥‏ = (ظ + ۵۱۱ 
وان гб ) F(x) dx‏ د ПЕЧЕ]! (сн‏ 
Q‏ 
کل ен бх)‏ + اق | 9 
o‏ 


م 


ее (ен — ۱۱۱۶۱۱۵ = | | لم‎ |. | —1].(х)4х 
А : 


| 
Q 

-Í ае _ 1۱ ×( ۴ا‎ _; |е = eos tx + sin? x = 1. 
à 1 


j = jele] + | - ۱2:۱۶| =1 


فاذن | 
БЕЗГЕ] ftx)dx = 2‏ ۱ 
а. ЕЕ .‏ 
Hag‏ يعني أن 2 > [Ф009 в) - (O|‏ 
فاذن (t)‏ © دالة محدوذة". 
كذلك فان . 
—1]{(х)ах = 0‏ کلم | f lim‏ و 1 
وتھ 7 0ب و 


وهذا يعني ان 
lim ¢ (t +H) = ф(1)‏ 


h> 0 


ان (٤)ھ‏ و را - өү‏ دالتان مترافقتاند»ا conjugate functions‏ 


: البرهان‎ 
ф(1) = وت‎ = E (cos iX + sin iX ) 
. فلان‎ 
%1) = Е (соз ІХ > isin IX} = E(cos(— t) X +isn(-1)X) ' 
= Ee" = q(—1). 


- ان (۵۱۱ هي ذالة وحيدة . اي القصود من ذلك هو ای لکل توزيع احتمالي 
عنالك دالة مميزة واحدة فقط والعکس صحیح اي ان لکل دالة مميزة هنالك توزیع 
اأحتمالى واحد ый‏ عشؤائي- مثل × : ان برعان هذه الخاصية تتم من خلال 
٠‏ نظرية الانعکاس ل فوزایر ` “Fourier inversion theorem‏ القي تنص ہما 
f(x) Кер Эй‏ دالة الكثافة الاحتمالية الى x‏ وان pit)‏ تمثل الدالة المميزة . 
gl 5: Же‏ الدالة '(«)۴ اذا علمت фа)‏ والعکس صحیح اي يمكن 
fix} ED‏ . ونظرا لکون بزهان هده النظرية یقع خارج 
——————————— 
ab О). (ж)‏ عددین حقيقين وان 1 = i=‏ يسمى کل من =a-ib, Z,=8+ ib‏ عدد معقد Complex‏ 
number‏ وان ,2 مرافق للعدد Z,‏ وان Z,‏ مرافق: للعدد. Ж‏ ویصطلح لذلك بالشکل 
Z, = Z‏ و2 - و (а +) а 2, о.‏ = 





نطاق هذا الکتاب عليه سوف نکتفی بالتعامل مع هذه النظرية من التاحية 
التطبيقية . ان النتائج المستخلصة من هذه النظرية هي : 


sw- Í "و‎ хах ان‎ 
Q 


1 مم‎ i 
o= = | et. фт) ند ان‎ 


٣‏ فیما پخص الاستنتاج الثاني هنالك مشكلة تحدید نوع التوزیع الاحتمالي 
( متقطع ام مستمر ) . ان ذلك یمکن تحدیده وفق الاختبار الثالي 


افرض الدالة التالية : 


Leif етих фу) 


‹ 


حيث ان الفترة ٠,»‏ - ] هي مجموعة جزئیة من R‏ .فاذا لاحظناان و ہے ع lim‏ 
فذلك يعني ان fix)‏ ستمره . وف غير ذلك نقول ان х)‏ هي Чэ‏ لتوزيع 
احتمالي متقطع . وسوف نوضح ذلك من خلال الامثلة التي 


Стат) 


سنوردھا 3 الفقرة 


نأتي الان الى توضيح عملية توليد عزوم توزيع احتمالي حول نقطة الاصل 
پاستخدام الدالة المميزة . ان مشکوك سلسلة مکلورین الى ех‏ هو : 
| .2 
ИХ у их}? H i 3‏ $ 
Т A s‏ 


ix > k! 


ید او شر = ام 


وبأخذ توقع الطرفين نحصل 6 


1 ا و اښ‎ т اج و‎ : р 
фт) = قاع‎ =1 + REX + لل + توچ لل‎ ЕХ + ... 


`. 





الان بايجاد المشتقة الاولى الى (1) ۵ نسبة gedas td‏ 
١ 1 1 Pe ۱‏ 
O'(t)‏ + پس ووي + ца) = iEX + PEX?‏ أ 


حیث O'U)‏ تعني حدود لاحقه تمثل مشتقات من АЗУ)‏ الا J‏ تتضمن 
ч‏ . وبحعل а Алов оаа‏ 
نية ФОО‏ الى وجعل 0 نجصل على PEX?‏ = )0( "$ ورفق 
| السیاق يمكن الاستنتاج بان 
EX‏ = )0( 4 
وحیث‌ان EX = М{®(0)‏ فاذن 


(0 )۱ للا = ГЕХ'‏ = (0) ۵۱ 
فاذن М{?(0)‏ = (0) ۳ھ سر = EX‏ 


والشكل الاخير يمثل العلاقة بين الدالة الولدة للعزوم حول نقطة الاصل والدالة 
رز 
رای پا تطبيقات š‏ 
فیما يلي بعض الامثلة التوضيحية عن الدالة المميزة . 


مثال ( ۴۴ ) : افرض أن X‏ متغير عشوائي بدالة. كتلة احتمالية 
ریو = x = 0,1,2... ۰ Р(х)‏ . جد الدالة الميزة . 


= Е 





: العل‎ 
х„—5 i 


X © Hii 
$= È هښ‎ еэ у لد‎ 
х=0 x- x=0 


x! 


ای ے ےوہ 


А 





مثال ( ٤٢‏ ) : افرض أن × EA‏ عشوائی پدالة كثافة احتمالية ,67۶ = f(x)‏ 
0 ند الله зыл‏ + ثم .جد العزمين الاول والثاني حول نقطة الاصل 


| : الحل‎ 
کاپ پل سی عاق | درم‎ eina کې‎ ыу s 
Я | ۳ 1 - it СР; 
Фф) = р аф (0) = т; 
(I — it) 
١ وهذا يعني ان‎ 
1. + т I 
EX=-——$(0)= —.i=1 
i ` 7 
اك‎ TE كت دد هر‎ 
So i و۰0‎ A یک‎ 
E ئو‎ 


n; وه‎ eis ره‎ belis о, : ) ۲۵ ( مثال‎ 


عدد موجب صحیح . تمثل الدالة. المیزة:الی . جد التوز يع الاحتمالي إلى .. 


الحل : باستخدام نظرية ثنائي الحدین .یمکن ملاحظة ان 


п 


У Cil bey. (a) 


وم 


фт) = (a + be“ J" 


È (۳۰۵۳۲ e" 
к=0 


ч 





L, = | عم | رج‎ Y Сүр ڈو رو‎ dt 
= = k=0 


< # 


= Ў сиза" | )و‎ dt 
«=0 سا‎ 


ونلاحظ مايلي ؛ اذا كان ا عو ۶ عندئذ 


3 )تم |" 1 n ë‏ 7 
سیگ ۳۵۳۵ ۳ 
| سک ره هي È‏ سے 


£ 


= $ cf (b)*.(a)"7* ۱ 
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етік)‏ (-عاعاي 
i(x—k)‏ 


f لکن‎ 
وبفرض ان (عل - 6 )۵ = 2 . عندئد‎ . sinz = لے‎ (ez eniz) 
1 
21 віп ] 6) — k)] = e70 о-в 


وهذا يعني ان 

_sin(c(x — k))‏ | ی مس کے ظط 
К) | 35‏ جا | EECa)‏ ےت 
فاذن 


: L, с ات مې‎ sin(c{x —k)) 
1 Z 8 ТГ 5 
im — У cî(b)*(a)” ۰ lim 2651 |+ 





e= مه‎ 


وهذا يعنى انه عندما # کاهنالك انقطاع discontinuity‏ في الدالة لکن اذا 


كان k‏ = 1 عندئذ 


L= È تعره كرا‎ f 
و‎ 


dt = 20 Y оь) (а) 
< k=0 


۱ 





لکن وحسب as‏ الحدین فان 
1= "(ط + скат‘ = (a‏ و 


فاذن 








وهذا يعني ان الدالة غير مستمرة عند» = X‏ ' نستنتج من ذلك ان التوزیع 
الاحتمالي ي ای X‏ هو توزیع متقطع ..وحيث أن 1 = ant‏ “مين ۳ فذلك шю‏ 
ان دالة الكتلة الاحتمالية الى X‏ هي : ف 


‚к = 0,12,‏ "وول = P(X = К)‏ 
وسوف نلاحظ في الفقرة ( ۰- ۴ ) ان هذه الدالة ماهي الا دالة توزیع ثنائی 


الحد ین . 


مثال (A)‏ افرض ان" 2 -ى سر و تمثل ШЫЙ‏ الميزة لمتغير عشوائي.× . 
جد التوزيع الاحتمالی الى .x‏ 


الحل : 


1 EJ А Ве: o _ 1,2 
= | — ?' سه‎ f ق۴۶ و سے‎ T 


وباکمال الربع داخل القوس في التكامل الاخير نحصل على , 


x2 Í 8 "ë 3 etw? dt 
Sa 


. عليه فان‎ . dt = dz فان‎ t + хо وبفرض‎ 


1 „2 е 2ر2‎ 
a е? dz 


ох 





КРЕЧИ‏ اده و 
لکن 27 ل Er? "а=‏ ( لاحظ ابرهان ذلك في الفقرة (۰- ١‏ ). فاذن 








Kerg hga ي0‎ 1 -iz 
1) (< ل . 2 هس‎ 2 = е 
27 له‎ 7 
وان‎ 
Le _ 1 1 б кер, y 
26 26 27 = 
, فاذن‎ 
Lc L. نز‎ im ) ل‎ um fe” 
—— انس مو‎ Р, تتسد‎ ж 
tim 22ے‎ r < كك‎ 80 dz = 0 





o‏ حم 


Ма,‏ يعني ان الدالة f(x)‏ مستمرة عند Q|‏ قيمة الى × العرفة في الفترة 


зу > 3 ©, )‏ اس تاه ساس سا أن 

Я 1 f سب سک پل‎ 1 сй 
سستنتم‎ ade ٣٢ا‎ е dx <= е 2 ауы 

نو کے ۳ Р‏ = ۷2۳1 3 


ان دالة التوزیع الاحتمالي للمتغير X‏ هي : 








1 کے‎ x2 3 А 
(х) = —== 2 ہہ ار‎ < x > 6 


/ 2л 


وسوف نلاحظ ان هذه الدالة تمثل دالة التوزيع الطبيعي العياري الذي سيأتي 
ذكره في الفقرة ( TER : (метл‏ 


م رم الاحصام الریاضی МУ.‏ 


تمارين الفصل الثاني 





١ +‏ , لكل حالة من الحالات التالية بين فيما اذا کان توقع الدالة (х)‏ 8 موجودا 
ام غير موجود مع ذكر السبب . 





6 
РЕ x= 3 =x? 
р{х) پوس‎ 15:22352, ,8(х) = Х?, р(х) = X 


р(х) = (03) (07) х = 0,1,2,... 5а(х) = (03) в(х) = 4 بے‎ 





f(x) = 96 ۳, x > 0,Ъ 0 g(x) = е*,в (х) = چ ,گا‎ (х) = z > 
f(x) = | 2 

دك 2 عن 8 ,1 + в(х) = KX?‏ مہ > <х‏ هه -, کر = 

٢ے‏ ۲,افرض ان X‏ متغیر عشوائى بدالة كثافة احتمالیة оа‏ دري)؛ 

— ۲ :افرص ان X‏ متغير عشواني د > 13 


جد قيمة الثابت ‏ ثم احسب مايلي : 


EX, E (X +4)? , E (X - 3} , E (X — ЕХ), E (3X — E(X + 2(2 (2 , V(X) 


٢ے‏ ۳, افرض ان پر متغير عشوائي بدالة كثافة احتمالية1 > x‏ > 0 , ×2-(×)اجد 


مايلي E Еу‏ ,وا E‏ ثم تحقق مما يلي : 


E ول‎ X = in EX ‚Е — = ЕЕ EJ X = J ЕХ 
٠ ؟- ؛ لتكن 1 < × ,س( »)#تمثل دالة الكثافة الاحتمالية الى کر . جد‎ 
© أ قيمة الثابت‎ 
2 ب - العزوم اللامركزية الثلاثة الاولى حول النقطة‎ 
. ج - العزوم الثلائة الا وی حول نقطة الاصل‎ 
. د - العزوم المركزية الثلاثة الاو‎ 
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ھ - العزوم العاملية الثلاثة الاولى . 
و - العزم الطلق الثالث . 


И. ٤-٢ ( لعطیات السؤال ( ۲ ۴) جد ماهو مطلوب في السؤال‎ : ٥ — Y 


ا 


افرض أن М» X‏ عشوائي بدالة کثافة احتمالية 


1 > * > ن,(» - 601 = (×)۴ جد مایلی : 
أ _ الوسط والتباين في هذا التوزیع . 

ب - العزم ذا الرتبة r‏ حول نقطة الاصل . 

ج _ الانحراف الطلق . 

د العزم العاملي الثالث والرابع . 

> الوسط التوافقي . 


«لتکن ر x<‏ ے0, Сах) ох‏ دالة الكثافة الاحتمالیة للمتغیر ×. 


кайне Сань 

أ الوسط والتباین الى X‏ ثم احسب رم + بر > با > م - بر).ظ 
ب - الوط التوافقي 

ج - الانحراف الطلق . 

د - العزم ذا الرتبة ۶ حول نقطة الاصل . 

. العزم العاملي الثالث‎ a 

و - العزم الرکزي الثالث : 


۸-۲ :اذا علمت ان دالة الكتلة الاحتمالية Р(х)‏ لتغیر عشوائي X‏ موصوفة 


بالشکل التالي . 
x 1 2 3‏ 
لد ZY‏ و 
و جو ود ووي 
جد مايلي . 
- الوسط والتباين ای هز 
ب - الوسط التوافقي 


Ne 














ج العزم ذا تبة r‏ حول نقطة الاصل .. 
د العزم العيلي الثالث . 
٩ ۲‏ افرض ان دالة أكتلة الاحتمالية للمتغير X‏ موصوفة بالشکل التالی : 


3 2 1 0 1- و ا لو سن کی کے 
077 وڼر 625 010 .025 010 0057 р(х):‏ 


ہو 
- الوسطوالتباین الى әх‏ 
- الوسط Y= X2 + 4X aa‏ 
х ыле‏ 
د العزم الثالث إلى X‏ حول نقطہ الاصل . 
- العزم العاملي الثالث . 


1)5(,0 > × >  ةيلامتحا متغير عشوائی بدالة 'ثافة‎ X افرض أن‎ үш 


برهن أن x(1 2 F(x))ix, EX = К )1- Е(х))ах‏ لن 
0 ام 8 0 
ولذا علمت ان 0 <  ۲)۸(-67*,‏ جد V(X), EX‏ وفق هاتين 
. الصیغتین . : 
MY‏ و ان X‏ متغیر عشوائی بدالة бо), R R‏ 
جد الدالة الولده لعزوم X‏ حول نقطۂ الاصل . 
ее‏ ان Мд0)=1‏ 
> — جد الوسط والتبا بن الى X‏ باستخدام М, (t)‏ 
د - جد الدالة الولدة لعزوم4+×2=¥حول نقطة الاصل . 
ه ‏ جذ الدالة الولدة لعزوم الدرجة العيارية في هذا التوزیع . 
و جد الدالة المیزة لهذا التوزیع 
؟- ۷, اذا علمت أن العزم ذا الرتیٰة r‏ حول نقطة الاصل في توزيع احتمالی معين 
هو ار ۳+1 )2 و جد الدالة الولده لعزوم هذا التوزيع حول نقطة الاصل 
ثم جد ЖЫЙ‏ المولدة التراكمية . ماهي قيمة У(Х), ЕХ‏ 


و 





٢‏ ۱۳ افرض ان العزم ذا المرتية ۳ حول نقطة الاصل في توزیع احتمالی معین هو 
2r+4y-1‏ )- 53 جد الدالة الولده لعزوم التوزیع خول: نقطة الاصل . 
٤١-٢‏ لیکن و متغير عشوائي بدالة كتلة احتمالية ... ,2 хер,‏ ,۳ 2( )م جه ' 
أ الدالة الولدة لعزوم x‏ حول نقطة الاضل . ثم جد V(X),EX‏ 
ب _ الدالة المولدة لعزوم ېز حول النقطة 4 ثم جد قيمة العزم الثالث . 
Z‏ الدالة المولدة للعزوم المركزية ثم جد قيمة العزم الثالث . 
د _ الدالة الولدة للعزوم العاملية مع حساب قيمة العزم الرابع . 
a‏ الدالة الولدة للعزوم الطلقة ثم جد قيمة الانحراف الطلق . 
و - الدالة الولدة الاحتمالية . 
+ _ ۱, جد الدالة المميزة لكل توزيع من التوزيعات التالية مع حساب الوسط 
والتباين 


ب > ×> م ,ا عات ل د 0,x > 0 Мок)‏ > هر تمه = F(X)‏ 


1 5م نو 
р(х) = xi 5012... p(x) =‏ 





+ _ ۱۹, اذا علمت ان الدالة المیزة لتوزیع احتمالي معين هي 2به-20ع = irt)‏ 
جد التوزیع الاحتمالي للمتفیر Х‏ ثم جد الوسط والتبا ین من Ф)‏ 


vr‏ : اذا علمت ان r= 1,2, ... EX ү!‏ جد مایلی ؛ 
أ الدالة الولدة لعزوم X‏ حول نقطة الاصل ۔ 
ب _ الدالة الميزة . 
ج ‏ هل يمكن القول ان الدالة الميزة التي حصلت علیها في (хе)‏ 
مشتقة من توزیم احتمالي معرف بالدالة وح مع (۰105 

+ _ ۱۸, افرض ان фа)‏ تمثل ШЫЙ‏ المیزة لتوزیع احتمالي لمتغير عشوائي . جد 
إلدالة المميزة الى : أ عام + ۾ = ۷. ب - الدرجة العيارية 2 


му 





: لتكن )١(‏ # تمثل الدالة المميزة لتوزيع احتمالی لمتغير عشوائي . وافرض 
أن (t)‏ ها =) W(t)‏ برهن أ انمع )19 МОХ)‏ = کے 


۰۳۰-۲ اذا علمت ان M(t)‏ تمثل الدالة الولدة للعزوم العاملية لتوزيع احتمالي 
معين وان M(L)‏ ها = (1) ۷ . برهن ان رموں ۷ = (1 )ل - (1) "۷ 


MA 





. | مقاییس اخرى عن التوزيعات 
الاحتمالية 
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الفصل الثالث 
مقاییس اخری عن التوزيعات الاحتمالية 


لاحظنا في الفصل السابق كيفية حساب بعض المؤشرات ( القاییس ) الاحصائية 
کالوسط والتباين وغيرها کت уйй‏ اترم الریاضی :ودوال:تولید العزوم .3 
هذا الفصل سوف نتطرق لدراسة بعض المقاييس الاخرى الممكنة الحصول من توزيع 
احتمالي بعضها يمثل مقاييس موقع ( نزعة مركزية ) والبعض الآخر يمثل مقاييس 
تشتت بالاضافة الى ذلك سوف نستعرض أهم المقاييس التي تصف هيئة وشکل 
التوزیع الاحتمالي . كذلك سوف نتطرق لفهوم ау ИТ‏ لاج 
( المبتورة ) والهدف من دراستها . 


Mode النوال‎ 1 


ЕТ‏ احد مقاييس النزعة المركزية ( مقياس موقعي ) قيمته تكون معرفة 
Је‏ الحور | لسيني . ويعرف النوال بأنه قيمة من قيم × العرفة في © التي تجعل 
f(x)‏ في نهایتها العطسی اما فی حالة التغیرات التقطعة فان النوال یمثل قيمة 
قد تکون معرفة في © او قد لاتکون ) تجعل р(х)‏ مایمکن ۰ ان 
وحدات قياس النوال هي نفس وحدات قياس التفیر ×. ان الهدف من دراسة النوال 
هو تکوین فكرة عن القيمة العظمى للدالة f(x)‏ او (×) ص اضافة الى کونه 
مقیاس بدیل للمتوسط فی حالة عدم امکانیة ایجاد الاخیر . وفي حالة التفیرات 
العشوائية الستمرة . ووفق تعریف النوال . فانه يمكن الحصول على هذا القیاس ( اذا 
كان موجود ) من خلال البحث عن قيمة ( او قيم ×') التي تجعل бх)‏ في نهایتها 
العظمى . وذلك يعني البحث عن قیمة ( او قیم ) التي ت تحقق العادلة التفاضلية , 
4٤) x)‏ 


0 = للت p=‏ بشرط ان > 


а(х) 


که = {"'(х)‏ عند 


۷۱ 


قمة (او x (з‏ التي تحقق 0 = Гох)‏ راما فی Айы‏ المتغيرات العشوائية 
التقطعة فان التوال (اذا کان موجود) یمثل قيمة معرفة على الحورالسيني التى تحقق 
رت )دح( ۱+ )وح( p (x‏ >( احم ) م>( 8-2 ) ط>...واذا لوحظ ومن 


خلال هذه التانتان...-(2 a. <P(x—1)<Pix)=P x+ 1)>P(x+‏ 
عندئذ ка‏ التوزیع الاحتمالی پمتلك منوالين معرفين بالقيمتين 1 +» »و . اما 


| كانت جميع الكتل الاحتمالية متساوية القيمة عند ذاك يقال ان التوزيع 
б‏ للمتغير العشوائي ‏ لايمتلك منوال . وخير М»‏ على. ذلك هو التوزيع 
النتظم التتطم لع الموضح у (+) Jak‏ 


١( ЈА‏ ) : افرض Охо‏ (× - 1 ) ×6 × إلتمثل دالةالكثافة الاحتمالية الى 
× . جد النوال لهذا التوزیع . 


الحل : (x) 6۱۱ 2х)‏ 
وہجعل0>(×) ] تحصل على . 





6)1 - 2х) ام 0س‎ - х =0— x= کے‎ 


2 


كذلك فان 12 - = бх)‏ 


бр , =-12<0 فانن‎ 

نت 

1 
من ذلك نستنتج ان النوال في هدا التوزيع هو 2 = х‏ 
لاحظ من هذا الثال ان ږ قيمةمعرفة في الفترة (1 , 0). ان القيمة العظه 


للدالة ( ۲۱۶ هي . 


Мах سرن‎ F(x ۱ 5 : 





مثال )<( افرض six < бй‏ ”م × سأ( ٢‏ تمثل دالة الكثافة الاحتمالية 
للمتغیر K‏ . جد النوال فى هذا التوزیع . 


لی 


1 : 
(= E BA) : الحل‎ 
على‎ Јано р ) × (= 0 و بجعل‎ 


0 = (2 )و وم 0= )»2+ -x‏ 2 


٤)‏ مس 


2 
واضح ان منالك Э‏ حلول لهذه المادلة هي : 

0=^ عفذلك يعني ان ته + چ.- 0 = × او ان2-0-ھ فذلك عدي آن2 = ×. نجد 
الشتقة الثانية وهي )2+ 4 -قي)»- үс‏ نختبر P(x)‏ عند قیم × 
التي حصلنا علیها من حل۵-( × desti‏ النحو التالي 


لقيمةهه» فان 0 lim f(x)‏ اي انمه + «حل غير معقول . ولقيمة0 = ×فان 
(ху 1‏ ۳ وهذ | ایت هو غير معقول يسبب أن0 > (0) ”]ولقيمة2 = × فان 
agf" ) {х)=—е 2 > 0‏ حل معقول يسبب أن 0 > (×) ”۴ وان2 = «قيمة معرفة 3 
الفترة (,0] . عليه فان قيمة النوال في هذا التوزیع هي ج = »و بذلك فان القيمة 


I إل‎ |, 
Мах f(x) = F(X), = 202 : هي‎ f(x) العظمی للدالة‎ 


مثال (t)‏ افرض أن X‏ متغير عثوائي بدالة کتلة. احتمالية 


و نے ې 


سس را ,0 х=‏ ہر ہہ = р(х)‏ جدول النوال في هذا التوزیع . 
الحل . نجد التوزيع الاحتمالي للمتفیر × أي . 


„рь 
% 
۱ 
М 
о 
۱ 
М 
а 
6 


plx): e7? 2e? 73 


نستنتج ان ...> (۶)4 > Р(3)‏ > ری 2 = <Р(1)‏ رميم 


وهذا يعني أن هذا التوزيع يمتلك منوالين هما 1 = × ,2 = × 


سح 








مثال (t)‏ افرض ان 2.6 عو — = р(х)‏ تمثل دالة الکتلة 
الاحتمالية للمتغیر X‏ . جد النوال لهذا التوزیع 


الحل . حیث ان ۳ ..=p(6)=‏ د( 2)م = р(1)‏ 


لک يعني ان النوال في هذا التوزیع غير موجود بسبب ان التوزيع منتظم في 
تخصصر الكتل الاحتمالية لعناصر ×. 


. Median الوسیط‎ : ç س‎ Y 


.مد الوبیط هو الاخر اعد مقاپیس النزعة آاركزية ذات ټه معرفة حل العوز 
السيني . ویعرف الوسیط بأنة قيمة من قیم التغیر المشوائی × التي تقسم الساحة 
تحت منحنی الدالة flx)‏ الى قسمين متساويين . وحيث ان f(x)‏ هي دالة كثافة 
احتمالية فذلك يعني أن الوسيط يمثل تلك القيمة التي تجعل نصف الاحتمال 
оа)‏ بفضاء العينة © ( البالغ واحد ) واقع الى يمينها والنصف الاخر الى يسارها . 
وبفرض ان JES M‏ الوسیط وان © JES‏ مجموعة الاعداد الحقيقية . خان M‏ تد 
قيمة من قیم x‏ التي تحقق 


۱ м 
Jee | ad= — , العادلة التكاملية التالية‎ 


ыз فذلك يعني انهيمكن الحصول على‎ | f(x)dx =P (X > M) =Е(М) 
كنتيجة لحا ل الصيغة ل =( ۷ ) ۶ نسبة الى‎ F )( الوسیط من خلال الدالة التوزيعية‎ 
مما تقدم ن الوسيط يتمثل بقيمة واحدة فقط اللوال . وان‎ 0 
حالة التغيرات‎ Š . 7) اس الوسيط هي نفس وحدات قياس التغیر‎ 2 
المتقطعة فا راو وو رر ےت ) التي‎ 
بفشاه المینة الى قسمين متساويين تصفه الى يمين‎ ла ДЕ) تسم الاحتمال‎ 
يمكن الحصول‎ M سا لنصف الاخر الى بساره . وهذا يعني ان قيمة الوسيط‎ 
وعموماً فان ن الهدف من دراسة الوسیط‎ . ом نسية الى‎ 1 M (- ا الصيغة‎ 


ТРИ‏ رافغ الى کپ رر ال القترن بفضاء العينة للمتغیر 


دون 











العشوائی إلى قسمین متساویین أضافة الى کونه مقياس بديل للمتوسط في حالة عدم 
امكانية ایجاد الاخیر. وسوف نلاحظ في الفصل التاسع اسلوب اشتقاق التوزيع 
الاحتمالي الى الوسيط . 


مثال )2( í‏ افرض أن × متغير عشوائي بدالة كثافة احتمالية 
0 < + , که = х)‏ جد الوسيط لهذا التوزیع ۔ 


العل : | 5 
سب e*dx = (1—е7Муш‏ 
جو 7 

1 zi 1 7 

وهذا يعني ان کی = 4۸ء فاذن 06931471 = )م M=-‏ 


مشال ( ٩‏ ( لتکن 1 عبر>2(<2::0) ]تمثل دالة الكثافة الاحتمالیة للمتغیر × . 
' جد الوسيط في هذا التوزيع . 





: jadi 
|: ya d 1 

2× dx = M? = — < M = n 

واي 2 0 
وحیث‌ان есы‏ در و оры‏ نستنتج ان الوسيط في 

I 1 

| التوز =— = M‏ 
هر لتوزع > وي 


,а+ь=л,р(х)=аЬ*;х=0,1,2,.. О (v) Jü.‏ تمثل دالة الكتلة 
الاحتمالية للمتفیر ×. جد الوسيط في هذا التوزيع . | 


د۱۵ 








الحل : 
м м‏ 
)67+ ې у ab" =a у =а(1 + b + b?‏ 
х=0 х=0‏ 
لکن الجموع اعلاہ يمثل مجموع حدود متوالية هندسیة اساسها مساو bal‏ 
тс" ор‏ وغذا يعني ان ۱ 








1-6 و 
1 7 
а= 1-0.‏ و bM+1‏ — 1 = ا رو а‏ 
فاذن : اد 
1 1 
р ۴۸٣01۱1 Кы ep ss‏ 
b 3 b 3‏ 
کک ہد 
اك ا )+ go‏ 1 1 > 
“M = — АЕ 3‏ ,| مہ M + 1)logb =i‏ 
وان (M + 1)log ٤٤) г) +1 Log (b)‏ 
)+( 
فاذن : Tob) I1=C-I‏ = 


A 82‏ 05 
ويلاحظ ان 1 > 6 عندم-> asb‏ يعني ان 0 > وهذا غير جائز. في حين 


يلاحظ ان! < © Maj > uas‏ يعني ان 0 M2‏ . نستنتج أن قيمة M‏ تتحدد 


1i. 
.b< وہ‎ 


۱۳۹ 


002۲41166 الزبیعات‎ ٢ 


à‏ حالة تجزئة الاحتمال الكلي القترن بقضاء العينة الى اربعة اجزاء متساوية 
فان قیم التغیر العشوائی x‏ الثلاث التي تجزأ هذا الاحتمال تسمى الربيعات . فاذا 
کان × متغیر عشوائی مستمر معرفة قیمه في مجموعة ة الاعداد الحقيقية #۸ وان ,59 
Q. Q,‏ تمثل الربیعات الثلاث Ише‏ یمکن تحدید قيمة كل من ,@ , :۵ و 
وفق ما بلي: 


е 
[ 1 02 1 ۳ 3 
f = — = — پت نے‎ 
J -xa f(X ( ل‎ 1 a fix )ах > f(x)dx 1 


ضح مما تقدم ان Q,‏ ماهو الا الوسيط فی التوزيع . واذا كانت الدالة التوزیعیة 
د سلوية فان يمكن حساب قيم الربیعات وفق مايلي : 

1 1 3 

— ٭(0 )۲ے F(Q,)=‏ 2 <(,۲)۵ 
وبشكل عام فان قيمة الربيع اتمل قيمة من قيم × التي تحقق المعادلة التكاملية ٠‏ 


"0; DS 
| f(x)dx = F(Q) = 4:1 = 1,2,3. 


نيه = .| 


КОЕ‏ اعلاه ينطبق على حالة التغیرات العشوائیة التقطعة بمجرد الاستعاضة 
عن رمز التکامل برمز الجمع . ۱ 


مثال (۸): кх,‏ =(») اتمثل دالة الکنافة الاحتمالية للمتغیر 
المشوائي × . جد الربيعات في هذا التوزیع . 


الحل : للسهولة في انجاز الحل نجد اولاً الدالة التوزيعية . 





1 جج 
F(x) -f РЕ аге‏ 


x 


ينذا 








فاذن 


1 1 1 3 4 
F(Q.) 1 б; 0 3 تر‎ о, =з 
1 1 1 1 
F(Q,) 1 9; اا — = > ہہ ہے‎ Q, = 2 
1 3 1 1 š s 
F { Q; ) = 1 0 4 چ‎ 9; 4 5 Оз 4 
3 


مثال (A)‏ اذا علمت ان الدالة التوزيعية لمتغير عشوائي X‏ هي . 
ومو 1 = ( × )۴ جد الربیعات فی هذا التوزیع . 


الحل : 


F(Q) = 1-6۳9 = 


= 
© 
Á 

1 


1 1 t Y 
ы ما وو وو بر‎ Vsa (+) 


F ) Q3) 1 — e723 1 ج‎ e 93 = I و‎ In ( 


Deciles س 4 : الفشیرات‎ T 


لایختلف مفهوم العشيرات عن مفهوم الربیعات سوی انه في هذه الحالة يتم 
تجزئة الاحتمال الکلي القترن а) Ады‏ 2 الى عشرة اجزاء متساوية وعندئذ فان 
قيم المتغير العشوائي x‏ التسع التي تجزأ هذا الاحتمال تسمى العشيرات . فاذا كان × 
متغير عشوائی مستمر معرفة قيمه في مجموعة الاعداد الحقيقية R‏ وان 9,... ,1,2 د¡ 


ينن 
























































Di,‏ يمثل الغشیر ز عندئز یمکن ١‏ ول عل قيمة D.‏ من خلال حل الءادلة 
التکاملقا۱ لتالیة : 


Di š 
| {(х)4дх=Е(О) = 6 لد‎ 


مع ملاحظة ان Ds‏ ماهي الا قيمة الوسيط في التوزیع . 


مثال : لمعطيات ا 1( ۸ ) الوارد في الفقرة ( ۰-۳ ۴) جد صيغة لحساب قم 
العشيرات في التوزیع . " 
الحل :ان — س ЕХ)‏ فا 
io, ү‏ 1 
i= 1,2,... 91,‏ — = تا —1 = Fib)‏ 
(bi) D D‏ 
عليه فان 
سا 8ا i i‏ 1 | 
D 10 10 š‏ ; 
Чы‏ : 10 
ادر 9 === 
Ё loi 7‏ 
والشکل ۳ )١‏ مخطط الرالد پے(×)) وموقع بعض الربيعا 
العشیرات . 
والعشیر 





م / الاحصاء الرپاشي ха‏ 








کک 


12 -.. 


10 1 
l 


و2 


p ھ٤‎ 


1 
зл‏ ( ۱-۳ ۰ مخطط الدالة و ع f(r)‏ 


tix} 





مثال (۱۰): لعطیات الثال (۹) الوارد في الفقرة ( ۳- (Y‏ جد صيغة لحساب 
قیم العثیرات في ذلك التوزیع . 


الحل : ان 0< × ره 1= (ی) оз. ٣‏ 


ےج لے ۰9۱م - 1 = F(D)‏ 
a‏ و 47762 10 


فاذن 





Quartile deviation цк. Л! ه: الانعراف‎ - Y 
يعد الانحرا اف الربیعی احد مقاييس التشتت الطلقة . الهدف منه قياس درجة‎ 
تشتت قيم المتغير العشوائي في توزیم احتمالي معين . ویعرف الانحراف الربیعی‎ 
پانه متوسط الفرق مابين الربیع الثالث والربيع الاول . فاذا رمزنا للانحراف‎ 

Q-Q ;‏ 
الر بيعي بالرمز © فان . حف Qs‏ 


وعلى الرغم من أن هذا المقياس غير دقيق في قياس درجة التشتت ( کالتباین 
والانحراف الطلق ) الا انه مفيد في تلك الحالات التى يتعذر فيها حساب التباين او 
الانحراف الطلق . كذلك يلاحظ ان وحدات قياس الانحراف الربیعی هي نفس 
وحدات قياس ال تغیر العشوائي K‏ 


مشال ( ١١‏ ) : لعطيات CA) JA‏ الوارد في الفقرة (тт)‏ جد الانحراف 


الحل ؛ ان 


uja 


1 جو 4 
= ,4.4 = وه . فاذن б‏ تې = Q‏ 


۱ 








Сое йел of variation (С.У) معامل الاختلاف‎ : ٦ Y 


يعتبر معامل الاختلاف احد مقاييس التشتت النسبية . وهو مقياس مفيد في 
حالة اجراء القارنة بین توزیعین مختلفين من حيث الوسط والتباين بهدف معرفة 
اي منهما قيمه اكثر تجانساً . ويعرف معامل الاختلاف АЙ,‏ النسبة بين الانخراف 


العياري في توزيع معين الى وسط ذلك التوزيع . .اي ان 


0 = = ۷م 


ويلاحظ من هذه الصيغة ان معامل الاختلاف مقياس خال من وحدات القياس Фэ.‏ 
خالة تعذر حساب عزوم توزیع معين Хәле‏ ستعاض عن معامل الاختلاف بمعامل 
آخر یسمی معامل «التششت · Coefficient of dispersion‏ الذي بعتمد على قيمة 
الر بیع الاول والر بیع الثالث . وصيغة هذا العامل هي : 


Q, - Q 
C T Oa |. St. 
آت‎ Өз+ Q, - 


مقال ( ۱۲): اذا ان الوسط لتوزیع معين کان 10 والانحراف المياري کان 
5 في حين ان з‏ ې آخر کان 15 والانحراف المعياري 6. أي من ٠‏ 
هذ ين التوزيعين قيمة اکثر تجانسا . 


الحل : لاول وهلة وعلى اساس الانحراف الميازي نلاحظ أن تیم التوزيع الاول اکٹر 
تجانساً من قیم التوزیع اي He о‏ لاختلاق تلاحط مايل : 


5 6 
CV, = д وس‎ ата ‚100 = 40 °/, 


وحيث ان معامل الاختلاف في التوزیع الثاني اقل من معامل الاختلاف à‏ التوزيع 
الاول فذلك یعنی ان قیم التوزیع ې اکثر تجانساً من قيم التوزیع سے 


. جد معامل التشتت‎ )۳ - уы Жы A). E Sulu sas 
فاذن‎ Q,=4.Q, = F الحل : حیث ان‎ 
42413 | : 


100 = 50 °Je 
4+ 3 / 





C.D = 


кч 














ЖЫ 9ں‎ ۳ Skewness الالتواء‎ v 
تنقسم. التوزيعات الاحتمالية بشکل عام الى قسمين رئيسين الاول منها یدعی‎ 


التوزيعات المت 


bution الملتوية‎ 


AM‏ .الى يسار 


فان حالة التماثل في التوزيع تتحقق عندما تكون الکتل الاحتمالية المقترنة بعناصر 


A اق‎ КИ 
سس والثاني یدعی التوزیعات‎ distributions اثلة‎ 


Skewed distri‏ . ويقصد بالتوزيعات المتماثلة بانها تلك التوزيعات 


التى تكون الساحة تخت. منحبى دالة التوزيع الى يمين المنوال مساوية ومشابهة 


ه ( في حالةٍ التوزيعات المبتمرة ) . اما في حالة التوزيعات التقطعة 











الفضاء © © التناظرة من حيث الموقع حول قيمة Ca 7 Jdi‏ ویسا ,1( متساوية 
Ж ке‏ .يقال ان التوزيع ملتو. والالتواء على نوعين . التواء 
موجب والتواء سالب . ويقال ان التوزیع.ملتو التواء موجب اذا كانت المساحة (او 

مجموع الكتل e‏ یمین и‏ اکر ر من تلك ا 2 بساره . 3 حین ٢‏ 


ان التوزیع تو التواء سالب اذا كانت الساحة ( او مجموع الکتل الاحتمالية ) الى 
یمین النوال اقل من تلك ال بساره . 
والشکل ٣‏ 





2 
. اشکال مختلفة 'لتوزيعات احتمالية‎ ١ (ү ту ай 


, يوضح اشكال مختلفة لتوزيعات احتمالية‎ (т 





توزيع مستمر ذا التواء سالب 


ыы‏ متقطع متمائل توزيع متقطع فا التواء سالب 








ومن وجهة „ЫЙ‏ الرياضية وبفرض أن X‏ متغير عشوائی مستمر بدالة كثافة 
احتمالية f(x)‏ معرفة قيمة في مجموعة الاعداد الحقيقية R‏ . وبفرض أن где а‏ 
موجب عندئذ يقال ان التوزیع الاحتمالی عتمائل اذا وفقط اذا کانت( 4)2-(ه -)؟ 
وق غير ذلك يقال ان التوزیع ملتو. اما في حالة التفیرات العشوائية التقطعة 
وپفرض mol‏ = × یمثل النوال الوحید في التوزیع . Жш‏ يقال ان التوزيع 
الاحتمالي متماثل اذا وفقط اذا کانت... ,2 ,1 دا ‚Р{Х=ш—1{)=р(Х=т +i)‏ 
اما اذا كان التوزيع الاحتمالي المتقطع یمتلك منوالین هما1 - m‏ = × .س = × 
jue‏ يقال ان التوزيع لاحتمالي متمائل اذا وفقط اذا كان 
b . Р(Хет—1-1їў=Р(Х=т+1)1=1,2,...‏ كان التوزیع 
الاحتمالي متمائلا عندئذ فان مقاییس النزعة المركزية الثلاث (الوسط. الوسيط, النوال) 
تكون متساوية القيمة. فی حین اذا كان التوزیع الاحتمالي ذا التواء موجب فان الوط > 
الوسیط > النوال . والعکس صحیح اي اذا كان التوزیع الاحتمالي ذا التواء سالب 
فان الوسط > الوسيط < النوال . ویمکن قياس درجة ونوع الالتواء لتوزیع احتمالې 
وفق العاملات التالية , 


-١‏ معامل التواء التوزیع تکار پیرسون 
Karl реагѕол'ѕ coefficient of skewness‏ 


ان صيغة هذا العامل هي : 


حيث Mo‏ تعنی النوال لذلك التوزیع الاحتمالي الذي وسطه هو B,‏ وتباینه 
© . وفي حالة تعذر حساب قيمة Mo‏ يمكن استخدام الصيفة التالية لحساب 
معامل الالتواء وهي ؛ 


3) - M,) 
g 


حيث M,‏ تعني الوسيط للتوزیع الاحتمالى . وهنالك معامل آخر پستند الى 


S, = 





2 په څ‎ <t 
د دد ی پچ = ۽8 حيث و . و هما على التوالي‎ 
ш #2 


العزم المركزي الثاني والثالث للتوزیع الاحتمالي . 


w 


ç‏ — معامل التواء التوزيع لبؤلي 


Bowley's coefficient of skewness 


حالة تعذر حساب :وم التوزبع سیب عدم تحقق خاصية التقارب الطلق . 
2 عروم ё 0 ОЛ‏ 2 $ )2 
Kae‏ يمكن استخدام المعامل التالی الذي ад‏ صیفته على قيم الربيعات 

وھی ؛ 


8 = Q, + Q, - و20‎ 
: Q; - Q, 


٠ کان معامل الالتواء الستخدم اذا لوحظ أن‎ LL 
. پ8: فذلك يعني ان التوزيع الاحتمالي ذو التواء سالب‎ > ۵ 
. فذلك يعني ان التوزیع الاحتمالي متمائل‎ : 8, = 0: 
. و < 8: فذلك يعني ان التوزیع الاحتمالي ذا التواء موجب‎ 
. وتزداد شدة التواء التوزيع كلما ابتعدت |,8| عن الصفر‎ 


2 


مثال ( 6 ) : اذا علمت ان قيمة الوسط في توزيع احتمالي كانت 4 ӘД‏ كان 
2 . والانحراف المعياري كان 3. حدذ درجة ونوع التواء هذا التوزيع . 


4—52 0 الحل‎ 
S= — ۔‎ o 


۳ 


. 04 يعني ان التوزیع ذو التواء سالب وان درجة الالتواء هي‎ Mas 


مثال ( 1۵ )۰ لعطیات الثال (۹) الوارد في الفقرة (*- (Y‏ حدد درجة ونوع 


التواء هذا التوزیع ۔ 
العل : ان 63 = Q, = 02877, Q, = 06931 , Q,‏ 
تفت مرن 2006991 - 92677 + 13863 = з,‏ 
Е‏ 7 - 1-3863 حت 
وهذا يعني ان التوزیع ذا التواء موجب وان درجة التوائه هي 0262 . 


۱۵ 











مثال رد اذا كان ,ل-, )دال в MEC Ма‏ میت ان 
k а, с, 7‏ 

رم ۱۸,۰0 هي على التوالی الوسط والتوال والوسيط في توزيع احتمالي لنغیر 

عشوائی مستمر . ویفرض أن 0 < S,‏ ۔ برهن ان u, > M, > M,‏ 


البرهان : حيث ان 0 < ,8 فذلك يعني ان , 


0 رق > پیر هئ Мә‏ سيا 
А‏ 

وان 

3) الا‎ somp, > M, ...)2( 
* , كذلك فان‎ 
u, = M, = Зр, 3۸ sha 
ي ان‎ 

037) 


2p; = 3M, سا‎ Mo 
من العلاقة ( 2 ) نلاحظ ان‎ 


2i, > 2M, ۳ 09 

وبالتعويض عن )804 (3) رن کہ 
2M, > 3M, ~ Mo > M, > M, 0‏ 
به ستلتج أن M, > Mo‏ > ہیل 


Kurtosis التفلطح‎ : ۸×٣ 


یعرف التفلطح SD‏ مقدار تسطح 658 او تد یب Peakedness‏ منحنی 
التوزیع الاحتمالي لتفیر عشوائي . ویرتبط مقهوم التفلطح ارتباطاً وثيقاً مع مفهوم 
التثتت . Ыз‏ كان تشتت قیم التفیر عاليأ فذلك موشر لتسطح منحنی التوزيع 


ч“ 


























الاحتمالی . ويمكن قياس درجة تقلطح متحنی С‏ الاحتنالی وف الیل" 
التالية القترحة من قبل العالم ۽ کارل پیرسون وهي , : 


в. 
= > 2 3 
В ۳1 8 


و( و هلا هما غلى لتوالی العزم اللركزي الثاني والرابع فاذا كانت 
0 < 2.فذلك يعني ان منحد ی ко!‏ الاحتمالي مد — 8 тыз‏ الد بب 
و بزيادة قيمة А‏ وا كان 

التوز بع بع الاحتمالي معتدل التفلطح . واذا كانت 





“e Х.д = 0‏ مان منحنی 
0 > ۸ فذلك يعني à‏ منحنی التوزیع الاحتمالی مفلطح وتزداد در التفلطح 
بانخفاض قيمة ۾ . 


والشکل Т)‏ ۲) يوضح مقارنة بين УУ‏ منحنیات حسب درجة. تفلطح. کل 





الشکل (r-r)‏ مقارنة بين УУ‏ منحنیات حسب درجة التفلطح . 


7 














مال (۱۷) : لوحظ في توزيع احتمالی أن قيمة العزم الركزي الثاني كانت 2 
وقيمة العزم الرکزي الرابع كانت 14. ما هي درجة ونوع تفلطح منحنی هذا 
التوزیع . 

الحل : 2ع وم14 = يم فاذن ده = 35.1 = كل p=‏ وحیث ان 
4>0 فذلك يعني ان منحنى هذا التوزيع مدیب وان درجة تفلطحه هی 05. 


) التوزيعات المقطوعة ( المبتورة‎ : 5 ч 
truncated distributions 
يتطلب الامر في بعض الاحيان استنتاج دالة كثافة احتمالية (او دالة كتلة‎ 
معرفة قيمه على جزء من القيم العرفة في © لاسباب‎ X احتمالية ) لتفیر عشوائي‎ 
تتعلق بطبيعة الدراسة أو التجربة . وهذا يعني ان هنالك قطعاً (او بترأ) في‎ 
التوزیع الاحتمالي . ان عملية البتر فی التوزيعات الاحتمالية توثر بشکل مباشر على‎ 
احدی خصائص دوال الكثافة او الكتلة الاحتمالية وهي ان الاحتمال القترن بفضاء‎ " 
سوف یکون اقل من واحد . اي > (۵) چ الامر الذي‎ AN التغير × بعد عملية‎ 
یتطلب اشتقاق توزیع جدید من التوزیع الاصلی يحقق خصائص هذا النوع من‎ 
الدوال . وسوف نوضح اسلوب الاشتقاق لحالة التفیرات العشوائية الستمرة والاسلوب‎ 
متغير عشوائی بدالة كثافة احتمالية‎ X ينطبق لحالة المتغيرات التقطعة . لیکن‎ ala 
معرفة بمجموعة الاعداد الحقيقية 8 . وافرض اننا نرغب في‎ X وان قيم‎ f(x) 
معرفة قيمه على مجموعة جزئیة من © لتكن‎ X استنتاج 'دالة كثافة احتمالية الى‎ 
Fi) عددان معرفان في © . لتكن‎ a,b حيث‎ Об = {хса <В) 
عندئز‎ . с> 0 لیکن‎ (0х) مشتقة على اساس‎ X تمثل الدالة التوزيعية الى‎ 


b b b а 5 
Рае] د‎ = | пош | 


=c[F(b)-Fia)] 


AYA 


وحتی تكون الدالة الجديدة تتصف بخصائص دوال الكثافة الاحتمالیة فذلك 


b 
وان‎ c[F(b)-Fla)]=1 عليه فان‎ . o [itaas يعني لل‎ 
x عليه نستنتج ان دالة الكثافة الاحتمالية الى‎ c=[F(b)—-F(a)] * 
[b o) о,а ] بعد اجراء عملية البتر ( اي اهمال قيم الفترتین‎ 
m(x)=[F(—°b)—F(a)] ! f(x) : а<х<Ь : شي‎ 
.)٤ -*( وکما هو موضح فی الشكل‎ 


1 


1 
1 
1 


٩ b 








الدالة بعد اجراء البتر الدالة قبل اجراء البتر 


الشکل ( ۴- (t‏ توضیح لعملية البتر في التوزیعات الاحتمالية . 


<= 


وهذا يعني أن دالة الكثافة الاحتمالية الجديدة للمتغیر × ماهي الا دالة الكثافة 
الاحتمالية الاصلية مقسومة على احتمال الفترة[ ط , ۾ ].وحيث أن 1 >(>(> 8)4 
فذلك يعني ان٤‏ < ۴)۵([7 - ЕСЫ)‏ عليه وبشكل عام 


Mia xi“ (x) > Max f(x) 


وعنالك حالتان خاصتان للبتر يمحن استنتاجھما من الحالة العامة اعلاه , 
7 


سا 














: البتر من الجانب الايمن‎ ١ 


في هذه الحالة فرغب في استنتاج دالة الكفافة الاحتمالية للمتغير X‏ معرفة قیمه 
على الفترة b]‏ مه -) . وهذا يعني ان , 


+ (кх... 
гчху=[кЕ®)-Е(- [(ه‎ (0%) = FCD) وغ‎ 7 


وکما هو موضح في الشکل (о ст)‏ 





2 


الشكل т)‏ 9( البتر في الدالة ГОХ)‏ من الجانب الایمن . 


. الیتر من الجائب الا یبر‎ - Y 


في هذه الخالة نرغب في استنتاج دالة الكثافة الاحتمالية للمتفیر X‏ معرفة قيمة 
على الفترة 1 Was [а оо‏ يعني ان : 


f(x) = (ه)۶)‎ - F(a)] ))( = [1 Fa] х) ух >а 


وكما عو موضح في الشكل зе)‏ 




















الشکل т)‏ 5). البتر في الدالة f(x)‏ من الجانب الایسر 


) بعد ان يتم استنتاج دالة الكثافة الاحتمالية ( او دالة الکتلة الاحتمالیة‎ : Дә Wo 
بعد اجراء عملية البتر في التوزیع . 'يمكن وعلى ضوء تلك الدالة ایجاد کل ماپتعلق‎ 
بالتوزیع الجدید من مقاییس وعزوم ودوال تولید .الغزوم وغیرها دون اللجوء الى‎ 
š التوزیع الاصلي‎ 


مثال (۱۸): افرش أن X‏ متغیر عشوائي بدالة كثافة احتمالية0 < ух‏ *-ه = fex)‏ 
جد دالة الكثافة الاحتمالية للمتغیر X‏ معرفة ans‏ على الفترة[ ‏ ,2 ]ثم جذ ؛ 

٣‏ الدالة التوزيعية بعد البتر. ب - الدالة الولدة للعزوم حول نقطة الاصل .بعد 

البتر . جر الوسط والتباین بعد البتر . 

الحل : نجد اولاً الدالة التوزيعية قبل البتر وهي : 


F(X) = | e "du =1 هم‎ + :* <0 
0 


MA 








ان الطلوب هو اجراء البتر من الجانب الا یسر . فاذن. 


f(x) = ]1--۳)2([ ۲.۰6 t = [e] ۵ تم توه‎ ets x >2, 


| Pojas | e7 * dx = 1 لاحظ ان‎ 
› 2 
فاذن‎ 
F*(x) = (edu =  )وتسژک‎ = 1 e2 * jx > 2 LA 
„2 
F*(oo)= ۱,۶۶ )2( = 0 لاحظ ان‎ 
x x: 1 
ME) [ کي‎ ez x dx = e? ۱ تاسدع‎ - dx تر‎ 
J2 J2 
(-2)۱-ي پر‎ e” 
е - +] > 1 


“(I<  )1-۱( 


لاحظ ان 1 = (0 ۷3 . ۱ 
ج ‏ لغرض ایجاد الوسط والتباین نجد УД‏ الدالة الولدة التراكمية . اي 


167 )1( =la ۷۶ (t) = 21 - 18 )1 - 4( 


فاذن 





Ке )۱( =2 + 

EX = Kt (0) = 3 يعني أن‎ Mas 
7 ۹ 
$ К POSE RENEE EDE وال‎ 

(t) (1219‏ ڑکا 

у(х) = К (0) = 1 فاذن‎ 


والشکل ( > ) یوضح مخطط الدالة (:) *), 


٦ 





fi) 





ہے өө‏ سے “ = ہے ہے سے we «>= = э‏ 





ОЕ Ер ороло 


t 


Ге Сх) مخطط الدالة‎ (v + ( الٹکل‎ 


مثال )4( افرض ان X‏ متغیر عشوائي بدالة , كتلة احتمالية... ,0,1,2 ×× 
е року чы:‏ الكتاة الاحتمالية الى × معرفة قیمه " بالمجموعة 
x:‏ 

ек =3,4,5, } 


, 


العل : ان 
دحوو = = F(2)= Р(0) + P(1) + P(2)‏ 
فائن P*(x) =[1 — F(2)] !.P(x)‏ 
سي د 
و هوو seagi Же‏ ۱] چ 
لاحظ ان 
2 9 
— مرو 2 Ў P*(x)=‏ 
X:‏ وسو عم 


٣ 











27 -:) 
х! 


3 


£ 


х=0 


)رتو 16ھ سے 


د انفد = 1—56( = )5 — sy ta‏ )وسيل 


دس 3 
والشكل ( ۳- ۸) يوضح مقارنة بین 


— В) 





Me, 


І 


2٤ (х) والدالة‎ P (x مخطط الدالة(‎ 





ГА 


е 
۱ 
1 
Ë 
7 
i 
1 
Ц 
' 
1 
і 
1 
\ 
1 
1 
1 
1 
' 
1 





0 1 2 3 
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کې 


و سل S‏ 


TEE 


YŠ‏ زی و 


ت 9 


کال 


تمارين الفصل الثالث 





لیکن X‏ متغير عشوائی بدالة SUS‏ احتمالية 
f(x)=cx(2—x);0 > <> 2‏ 
جد : قيمة © . المنوال . الوسيط . الربيع التالث . العشير الثامن . الانحراف 


الربيعي . معامل الاختلاف . معامل التشتت . معامل الالتواء 


افرض ان »رمتفیر عشوائي بدالة SUS‏ احتمالية >а‏ ۳۵:2 مه = {(х)‏ 
حيث ان abo‏ ثوابت حقيقية . يطلب اجراء مايلي : 
أ- بين ان له ط = وان ليه =u‏ 
ب جد المنوال والوسيط لقيم X‏ في هذا التوزيع . 
ج ‏ جد الر بیعات والعشيرات لهذا التوزيع . 
دت لعاف اَی عائل لس 
ه ‏ ماهي قيمة ونوع الالتواء في هذا التوزیع؛ 
3 

لتكن 0 > bre > 202 x‏ سے f(x}‏ تمثل دالة الكثافة الاحتمالية 
للمتفیر X‏ . جد ما هو مطلوب في السؤال ( ۴- ۲ ) عدا الفرع (1). 

× متغير عشسوائی بدالسة BUS‏ احتمالية 
x >‏ > 2:0 ولو = (х)‏ جد قيمة الثابت © ثم جد ما هو 
مطلوب في السؤال (۳- ۲ ) عدا الفرع (أ). 
لتکن 5 > > 0 ,س هوه = f(a)‏ تمثل دالة الکثافة الاحتمالية 
للمتغير X‏ . جد قيمة الثابت © ثم استنتج دالة الكثافة الاحتمالية الى × 
معرفة قيمة على الفترات التالية Je‏ 0,3[,]1,5[,]2,4]. 


vja. 


. فرض ان X‏ متغير عشوائي بدالة كثافة احتمالیة f(x)‏ وان 


0< رو جوا مه 1= رع > »)ع جد مايلي : 
أ - دالة الكثافة الاحتمالية للمتفیر X‏ . 


- 6р 


المنوال والوسيط في هذا التوزیع . 


2 


مر الاحصاء الرياضي 





ج _ دالة الكثافة الاحتمالية الى × معرفة قيمه على الفترة ( 0 ,3]. 
ب ۷ افرض أن ...0,1,2 = یز *طة = (2) ۲ ,1 = b‏ + . تمثل دالة الكتلة 
الاحتمالية للمتفیر × . جد مايلي : 
أ المنوال والوسیط في هذا التوزیع . 
ب - الربيع الاول والثالث في هذا التوزيع . 
A=(xi;x=4,5,...)‏ تد مم 


ے A‏ برهن اذا كان التوزیع الاحتمالي للمتغیر العشوائی المستمر × متماثلا عندئذ 


Q, + Q; D, + Dio „i= 1,2,9 


M = 2 2 


حيث ESM‏ الوسيط . Q‏ , ,0 : الربیع الاول والثالث . ,2: العشير 1. 


Hx т Мо 3‏ 
ہے بن یں للا کے نی 


M, , M, 228, =‏ هما على التوالي 
الوسیط ولل‌وال في توزنع و وم رم . وبفرض 
ان التوزیع ذو التواء سالب . برهن أن M, > M,‏ > با 

_ ۷ لتكن 1 > > ۱0( - 6/1 = бх)‏ تمثل دالة الکثافة الاحتمالیة 
للمتغير × . جد دالة الكثافة الاحتمالية لهذا المتغير معرفة قیمه على الفترة 
ود . للتوزیع الجدید جد : العزم ذا الرتبة ۶ حول نقطة 


الاصل . الوسط والتباين . الدالة التوزیعیة ء الربیع الثالٹ . العشیر 
السادس . المنوال . 


٦ 








Mm سر‎ 





٤٧ 


YA 


БЫ ال‎ 


بهدف هذا الفصل دراسة نوع آخر من الدوال الاحتمالية تتميز بكونها تتضمن 
اكثر من متغير واحد . على سبيل: المثال دراسة العلاقة بين طول الفرد ( متغير 
اول ) . وزنه ( متغير ثاني ) وعمره ( متغير ثالث ) . العلاقة بین الانفاق على سلعة 
معينة ( متغير اول ). دخل الفرد ( متغير ثانى). اسعار السلع البديلة ( متغير 
ثالث ) وعدد افراد العائلة ( متغير رابع ) . وغيرها من الامثلة الاخرى . وغالبا ما 
يسمى هذا التوع من الدوال بدوال ( توزيعات ) متعددة المتغيرات  Multivariate‏ 
distributions‏ . وسوف نرکز الاهتمام في دراسة هذا النوع من الدوال من حيث 


خصائصها зә‏ وغیرھا من الامور ذات العلاقة يها Ж‏ 


Joint distribution التوزيع المشترك‎ :۱ 4 


\ 


RRA 49. 9 % | L= کت م 5 هس‎ !| - ۳4 Ы S| ده‎ y 
متغیرات عشوالیة في‎ зле لمشترك بانه دالة احتمالية تجمع بين‎ 


يعرف التوزيع 


أن واحد . Jj‏ فرض ان وی متغيرا 
الرياضي الاحتمالې الذي يعبر عن سلوك عذین المتغیرین معا یسمی . التوزيع 
الاحتمالي المشترك . للمتغيرين Х.Х,‏ أو التوزیع الاحتمالي لمتغيرين 
Bivariate distribution‏ . كما هي الحال لدی دراسة العلاقة بین الكمية 
المعروضة من سلعة معينة ( (X;‏ وسعز الوحدة الواحدة منیا (لا) وابشك 





ن عشوائیان عندئذ فان النموذج 





عمومية اذا کانت ‏ پلا,.., یلا X,‏ متغیرات عثوائیة عندئذ فان النموذج 

الرياضي الاحتمالي الذق يعبر عن لوک هذه التغیرات مجتمعة یسمی ٠‏ التوزیع 

الاحتمالي المشترك Х,,Х,,..,Х,  تاريغتملل ٠‏ او التوزع الاحتمالي لعدة 

متغیرات Multivariate distribution‏ . ومن وجية نظر احتمالية يمكن 
۰0 


تحدید لوعين رئیسین من التوزیعات المشتركة استنادا الى نوع المتغیرات المتضمنة 


وښ ر موم سی 


من حیث کوئیا متغيرات متقطعة ام مستمرة , ھذین النوعين 


5 





۹ 





١ t‏ ۱: دوال الکتلة الاحتمالية المشتركة 
Joint probability 5 functions‏ 


افرض ان ر×, ,× متغيران عشوائيان من النوع المتقطع , عندئذ فان دالة 
الكتلة الاحتمالیة التي تعبر عن سلوك هذين المتغيرين معا هي 


Р(х,,х,) = P (X, وک گے‎ = x,) 


Р(х,,х,) = Р(Х, = x, | X, = x,) يعني ان‎ Mas 
E = (х, =x NX, = x) ای احتمال وقوع الحادثة‎ 


و یش کل عام اذا کانت e Xg‏ ایل یڈ „АДА‏ ات عشوائیة من النوع المتقط 


فاذن دالة الکتلة الاحتمالية التي تعبر عن سلوك هذه المتغیرات مجتمعة هي 


PX = xX, [1 X, = х, (|... (ПХ, = x.)‏ = للا ديك ري )5 أي 

احتمال وقوع الحادثة ) Xo Û)... X, = x,‏ = يغ [) E = {X, = x,‏ . ان 

دالة التوزيع الشترك يجب ان تحقق الشروط التالية التي تسمح لنا اعتبارها دالة 

كتلة احتمالیة مشتركة وهي : 

١‏ ان دالة التوزيع المشترك دالة وحيدة القيمة عند Sl‏ قيمة مخصصة لمتغيرات 
التوزیع مثل (X «2۰۰. X)‏ 

Шз» ان دالة التوزيع المشترك دالة غير سالبة كونها تعبر عن احتمال وقوع‎ ٢ 
Р(х, ,х,,..,%„)>0 مثل ع .اي ان‎ 

٣‏ ان مجموع الکتل لاحتمالية المشتركة المتترنة بالقيم الممكنة ای 

دوا سيو 3 5 


r 5‏ لوو Ж ДО‏ 
Xp)‏ ...و , ,× )يجب أن يكون مساویا للواحد . اي ار 


2 PXx,,x,,.. ی‎ ( = 1 
хь 


> 


1 


مثال (۱): لتکن يگ ох)‏ ,2,3 , اس ,2 , اسو تمثل دالة الکتلة 
Е‏ 1 ۳ 
الاحتمالية المشتركة للمتغیرین ولا , X.‏ . عندند . 


1 
PIX =1,X,=2)= = > Р{Хр=х,,Х,=х,)>@ 


اي ان هذه الدالة غير سالبة وذات قيمة واحدة لاي زوج مثل ( وك , ) كذلك : 


хк; 1 ы 1‏ 
1= 21, سے سے سپ | ےتفہ 
2 )3+ ھا 5 ) i‏ 3 


Ьу‏ تحقق الشروط الثلاث التي سمحت لنا اعتبار( P(x, ,x,‏ دالة كتلة احتمالية 
شتركة بالمتغير ين Ж.Х,‏ والاتي‌التوزیع الاحتمالي‌المشتركللمتفیرین(وا, Оң‏ 


مسٹر 


Xas : )1,1( )1:2( )2:1( (2,2) (3,1) (3,2) 
Р(х,,х,) : 2/21 3/21 3/12 4/21 4/21 5/21 


والشکل )١ - t)‏ بوضح مخطط التوزيع الاحتمالي للدالة Рә)‏ 


лым ыыы‏ ی ہو دو تی تک که 
ہر ×)۶ 


5/21 





الشكل ( ۱-4) , مخطط الدالة „Р(х, ,x,)‏ 


\д\ 








۲-۱-4 : دوال الكثافة الاحتمالية المشتر Ж‏ 


Joint probability density functions 


افرض ان Х.Х,‏ متغیران عشوائيان من النوع الستمر . عندئد فان دالة 
الكثافة الاحتمالية المشتركة التي تعبر عن سلوك هذین المتفیرین معا هي 
می XXX I)o.‏ )] لا تعبرهنا عن قيمة احتمالية بل تعبر عن قيمة 

لدالة 4 عند قيمة مخصصة الى X, ,X,‏ مثل( و5 : (x‏ . وبشكل عام اذ | کانت 
Х.Х,‏ متغیرات عشوائية من النوع الستمر فان الدالة 
مء ...وو »× )حم تسمی دالة الكثافة الاحتمالية المشتركة التي تعبر عن سلوك 
المتفيرات (Xis Kaso Xp)‏ مجتمعة . وهذا النوع من الدوال يجب ان يحقق 
الخصائص التالية التي تسمح لنا اعتبار ۶ دالة كثافة احتمالية مشتركة وهي : 


۰- ان الدالة ؟ دالة وحيدة القيمة عند أية قيمة مخصصة الى (X. ۰6:۰: X)‏ 
4 چس КЕТ‏ 


*. ان الدالة ٤‏ دالة غير سالبة عند اية قيمة مخصحة الى ) , و و و 


(уза зох) ل‎ 


ш‏ انه وبشکل عام 
dx, = 1‏ ... ريتك Xg) dX,‏ را وکا al | 1) s‏ | 
Ху‏ له و - رد хү‏ 


15 لتکن دود + رها وس( ور )6,۲ کول , رل 0 تمثل الدالة المشتر‎ :)۲( ЈА 


للمتغیرین ر×, ,× . لاحظ ان 


(х,=2,х,=3)=е 5 > 0 


x fw © © 
| e701 ۳۶2 dx, . dx, = ۱ e يعل2*‎ [е^ dx, 
оыс ° 0 


= | ei dK, = 1 
J 





۱9۲ 


وبتحقق الخصائص الثلاث الانفة الذكر فذلك يعني ان (يك, ر»)؟ هي دالة 


كثافة احتمالية مشتركة . والشکل ( (т — t‏ یوضح مخطط هذه الدالة . 


i(x; $ X2) 


Ñ AN) 


0 ا‎ 
ОИЕ ШЇЇ 














4 








الشکل ( .)٢ -٤‏ مخطط الدالة (fax)‏ 
واذا تطلب الامر حساب الاحتمال المشترك للحادثة (2 > ,× 


\ 


x < >‏ >1 )دع 
ي حساب (2 > p )1 > ×, > 2,0 > X,‏ فان ذلك يتم وفق الاتي . 


ох 











2 2 2 2 
P, (E) 3 ۱ ردام‎ **2 dx dK, -Í [| e 2 в, есче, 
10 1 0 


А : 
=(1-—e2)| eidx, = (1 — e2)(e"t — e77} 7م‎ 
1 


1 
وکما هو موضح بالجزء المظلل في الشکل t)‏ - ۲ 


Да Ма‏ : قد يحدث في КГ‏ أن تکون بعض التغیرات المتظمنة في الدالة 
انك كا سای اع ږا لبقية من النوع المستمر . وسوف نشیر لذلك لدی 
\ اټ المركنة او تلظ ای ھا ات ) في الفقرة (٦۔‏ ۷)۔ 


دراستنا لموضوع التوزیعات 
١ $‏ ؟ : الدالة التوزيعية المشتركة Joint distribution function‏ 


تعرف الدالة التوزيعية المشتركة لتوزیع احتمالي مشترك بانها قيمة الاحتمال 
المتراکم لغاية قيمة معطاة الى( يك , ... ,يك , را ) لتکن (يك, ... ووک ۳) . فاذا 
رمزنا للدالة التوزيعية بالرمز FI AoA)‏ عندئذ . Б‏ 


8), ہما ویک‎ = P. (X, <x,,X, S x... X, < x) 


فاذا كانت المتغیرات من النوع المتقطع فانه وبشکل عام 


x ар х 
F(x ,یی‎ о) = È %5 P (u, , بل .۰۰ :ولا‎ ( 
و سے وشن‎ е -° 
Т 
واذا کان المتغیرات من النوع المستمر فانه وبشکل عام‎ 


x; х1 xk 
F(X XeoX) = f | | бо, ند پا پلاڈا(یتا... ولا‎ du, 


= 


ФЕ (Х.Х; ریا‎ ` 
EERE OR) 


tog 








أن خصائص 
نل ی 


الدالة التوزيعية . وبفرض وجود متغيرين في دالة مشتركة مثل 
X, * X,‏ 


. هي الاتی مع ملاحظة ان هذه الخصائص ستورد لحالة المتغیرات 
المستمرة وهي ذاتھا صحیحة احالة المتغیرات المتقطعة بمجرد استبدال رمز التکامل 
برمز الجمع اينما وجد : 


۱ 0 
سے ان 


F(~ o,x,) = lm  F(x,,x,y=0,F(x,,— oo) = lim F(z,.x,)= 0 


e хуз-‏ می 


وان 


lim ٣)×یعی(عءا‎ , lim Fí(x,,x,) =0‏ 
و۔- مع مہ ور 
ہے دوع مه > وعد 
О‏ 
۳ 


lim Е{х,,х;} = F(x,), Hm F(x,,x;)= К{х,) 


ہہ ما ود ° ور 


البرهان : 


жү [хр 
Fao) = | | ينا , ہنا ) ؟‎ J dudu, 


| ينال |[ |А‏ = 
فاذن 


1 . m 
lim ва) f [| га, з), [аы 


2 


1 
= Ë flu, Jdu, = Fix) 


وسال 


۱24 











ووفق نفس الاسلوب يمكن برهان الحالة الاول . 
۳ لتکن و« ۵۰۳,۰82 ثوابت حقیقیة عندئذ : 


P (a, > X, <b,,a, > X, <b,) =F(b,,b,) +Е(а,,а,) 
= Е(а,,0,) ~ Е(Ы,,а,) 


البرهان : 


2 وه 
X, >] | f(x, x.)dx,dx, = P, (E)‏ > رھ رما < P,(a, > X,‏ 


Jaz‏ ره 
بي رہد ,)1 


bi a2‏ 52 1ٹ 
07 — فيك ( -f ۱ f(x x.‏ 


m а 2 dxd:‏ په 
)dx.dx,‏ یلا > ахах, + f(X;‏ ري -f ۱ f(x‏ 


жй نیٹ‎ 


(аза)‏ + (رھ, وا )۴ = (یھ, رط) ۶ - (وط, F(b,‏ ۔ 
وكما هو موضح في الشکل J‏ _ +), 


4 - أن اک РО)‏ بے 0طالا ان تمثل التراكم الاحتمالی لغاية قيمة مسلاء 
ادلی жок) БАХ,‏ 2 
٥‏ - ان الدالة РО)‏ مستمرة نحو الجانب الإیمن وغبر متناقصة . فاذا كانت 
Ул, < b,a, < a,‏ حقیقیة فان ۔ 
F(a,,b,} < F(a,,b,) < F(a,,b;)‏ 


۱9۹ 


з 









ہے سے ہس سے ہے | ټوو 


الشكل ) (Y -٤‏ توضيح لحساب (8),م " 





- А 
Р(х,,х,) = с; х, =1,2,3,4,5; х, مثال ( ۲ ) : لتکن 4 ,1 د‎ 
قيمة © ثم جد الدالة‎ AX, X, تمثل دالة الکتلة الاحتمالية الشتر کة للمتغیر ین‎ 
. التوزيعية المشتركة‎ 


4 5 4 ° ۱ 
y> у, Р\х,х,) =! رو لواو‎ 1 Jæ 


xy=1‏ رھ 1 کور اے رد 


Т . 

4с = 20c = 1 1 1 
cs — = Рх, x,) = 

Ë, ۰ 0 50) = 


۷ 








К{хьх,) = У > ы ات‎ 


Fixx) = 0 ‚ху<1 or x; > 1‏ . 
4 > پاک ارو > 8> 1 СЫ,‏ = 
,x,>5,x; <4‏ 1 = 
لاحظ من هذه الدالة ماپلي ٠‏ . 
أن Е(0,х,) = F(x,0)=0‏ 
ان . ... : دل لح F4)‏ 
آن 


5 


Е(5,4) + ۳)3,2( — F(3,4) = ۴)5,2( 


P. (3< X, <5,2 > X; <4) 


Е Р‏ ےق کا نے 
5 260 20 7796 
كذلك فان 
š w‏ 15 
سے = F(35) = > > F(25)= 7 < F(2,4)‏ 


مثال (4) : لتکن ٥۰‏ < ×× ;۳1*2 87 =( يكاى؟ )؟ تمثل دالة الكثافة 
الاحتمالية للمتغيرين Xp X,‏ جد الدالة التوزيعية المشتركة . 


15۸ 





Е(х,,х,) 


жу يتم‎ 
f f ет (1 tuzldu,du, + الحل‎ 


e "idu, | e "du, 


1 
ہش‎ 
еа 
17 
° M 
5 


1 
(1 — e 2) | e "du, بے‎ = e7*2}{1 егу 
8 
فاذن‎ 
Е(хою) = 0,» > 0 or х,<0 
= (L= e *()1 - مه > يلريك > 0,( "مه‎ 


= را‎ э ہیدہ‎ о 


بلاحظ من هذه الدالة مايل ؛ 
ш, Я‏ يلي (و×ید) 28۳ 








ôx ôr, T جاع‎ = f(X, XK) Жыл 

"۔ ان 0= (۳۱۶۸,0 = Е(0,х,)‏ 

F(%,%)= шп (i ет) ету 1 War 
جات‎ 

٤‏ ان 


۳,)1 > رک‎ > 3,2 > X, > 4( = (3,4)ظ‎ + F(1,2) - ۴) 1,4 (- ۶)3,2( 
= (1-е7#)(1—е7#)+{(1—е7!)(1—е7?)—(1—ел!)(1—е7%) 
)1 و‎ OA) 


(87 —е7%)(е72 — e74) = 2 


lI 


о 
ان‎ 
Е(х 0( = F(xi)=1-e t .F(oox,)= F (x, ) = 1 - ےم‎ 


۹ 


> س ٤ -١‏ : التوقع الرياضي الشترك وتطبيقاته 
Joint mathematicãl expectation and it's application‏ 


افرض ان( ۰۰۰ (X Xa‏ قدالة بدلالة التفیرات X A ЫЙ‏ ,... رر عند 
یعرف التوقع الرياضي للدالة 8 بانه «متوسط ЖЫЙ‏ 8 » في ذلك التوزیم 
الاحتمالي الشترك . ویتم حساب التوقع الرياضي للدالة 8 فی حالة التغیرات 
المتقطغة وفق الاتي , 
Eg (Xp Xas X) = У D Y рхо) Р(х әд)‏ 
xk‏ 


х] ху 


5 \ 


اما في حالة التغیرات الستمرة فان هنا التوقع یتم حسابه وبشکل عام وفق 
مايلي : 


728), ریت یک‎ = | | >] (ХХХ). 


© Са © 


f(x, ود مرک‎ Xy ( مرک‎ dx. i ... dx, 
وف کلتا الحالتین یشترط . لتعريف التوقع الرياضي للدالة 8 . ان تکون‎ 
, عملیات الجمع او التکامل متقاربة على نحو مطلق اي ان‎ 


ہ < Y... вк) | P (X56325. k)‏ و 


хі х2 хк 


| 1 | 1 si ۱ |g ) بيك‎ хь بد‎ Xe) | بر )؟‎ хь о) RÊX, - 1 


... dx, > 0 


وف هذه الحالة يقال ان توقع الدالة g‏ موجود . 
وفيما يلي بعض خصائص التوقع الرياضي الشترك وتطبیقانه . 





٠. Eg c یڈ )8 حیث 0 ثابت حقيقي فانۂ‎ но) اذا كانتع-‎ ١ 
بي )8 د کی ,1,2 = ار فان‎ Xp х) = اذا كانت ہد‎ v 
Eg (X, ,یلا‎ oo Xp) = EX, = psi = یت 2 یا‎ k 


وهذا ہو التوسط لقيم التغیر X,‏ في ذلك التوزيع الشترك . 





۳- اذا کانت یل > پل) = ليارب „ковкою‏ ,2 ما = زفان , 


Eg (Xs Ka, > X.) > E(X; 2 м) 1 V (X) نت‎ 02,1 = 1,2,...k 


وھذا هو التباین لقيم التفیر X,‏ فی ذلك التوزيع الشترك . 
-٤‏ اذا كانت (хохо оа) ×, x,‏ هع ول > ١‏ فان , 
Eg(X,,X,,..., X) = EX, X = ді <j |‏ 
әу‏ هو العزم الشترك ذو الرتبة الثانية حول نقطة الأصل X Хузн‏ 
وهو فى الحقيقة v‏ متوسط حاصل ضرب التغیر X.‏ پالتفیر “X,‏ 
ه اذا كانت ر× £ вох ох) Xi‏ فان , f‏ 
u;‏ £ پل = Eg(X,,X,,..., X.) = E(X, t X,) = EX, + EX,‏ 
وبشكل عام اذا كانت ааз‏ ثوابت Xaoo Xiii‏ × 
متغیراتعشوائیة وان а‏ بي ,۰ , و۸ ,)2تمٹل ترکیب خطي 
isi َ‏ 


: بدلالة هذه التغیرات . عندئذ‎ Linear combination 


zà . 
Eg(X,,X,,.., X.) = أء‎ y ax, | 


1-1 
k k 
= Y Бах, = رز‎ a EX, 
i=1 121 
ik БЫ 
= È ад 
1 


م / الاحصاء الریاضی ند 


در د وق شش ےھر تا 
٩ ( ja‏ ) : افرض أن 1,2 ي8 1,2,3 = р(х, м) zi жщ‏ 


تمشل دالة الكتلة الاحتمالية المشتركة للمتغيرين. وکا پا عندئق ,: 


з. 3 
EX = Š Š ( و وک‎ 
۱ وه 1> ود‎ 21 
1 . 3 مه«‎ : 
= р ل‎ | х? 
3 2 к=: ب۲7‎ í rt یھ‎ 3) 
1 y 46 
(28? + 38 = 
21 РЕ! $ 1 21 
"Же, كذلك فان‎ 
کیٹ‎ (чь). لد‎ ١ 
x4 =1 رھ‎ >1 21 7 
وان : ورک‎ 
xx=- Y سیک )وپ‎ 
x= وع‎ >1 ۶ 21 
1 у 2 
e ۷ Kı وک‎ (x, + ليه‎ | 
1 > [ 2 
= ہس‎ х? 2 : 
21 s" 7 ( ажаар | 
1 3 
نرب مد‎ ў,* {3 I) 
2۸ نہ‎ 
= A. يه‎ +30)= —2 
21 21 
۱ كذلك فان‎ 
E (2X, + 3X, ) = 2ЕХ, + 3EX, = 2 (5) + 11 | ول‎ 
۱ 21 7 رو‎ E 
وان‎ 


E (4X, - 2X, ) = 4ЕХ, ~ EX, = 4 (5) -2 (+) 
7 


118 
21 


نن 


مثال )٦(‏ : لتکن 1 > ور > {(х,,х,} = x, +x,;0‏ تمثل دالة | 
الكثافة الاحتمالية الشترکة للمتغيرين ايز (Mak ٠‏ ! 


L a, (x, + x, ) dx, dx, 


|. 
۳ x: dx, dx, + |, хх; a 
|. 
| 


\ 


1 


1 1 
XÎ dx. 1 dx, + | x dx,- f x, dx, 
0 0 


xi 


NET 


وم کن کے 
r —‏ 


= 





ووفق نفس الاسلوب يمكن البيان ١‏ 2-0 = ولا کذلك فان 


EX, K, = 3 xX, x, (X; + X, ( يتك‎ dx, 


1 1 
x? dx,- 1 x, dx, + -f x, dK, . Í х2 dx, 
0 0 


3 
Xi 








= 


1 1 
É |. XÎ x, dx, dx, + f f `x, ھ‎ dka dx, 
5 ° 


чыз 
سی‎ 
— 
ә Ка 
لا‎ 
° - 
+ 
کہ‎ 
ә خا‎ 
لسا‎ 
E 
سس‎ 
55 
ليا‎ 
5 


w 
دم‎ 
چم‎ 
دی‎ 


نند 








Е(2Х, + 4Х,) = 2EX, + 4EX, = 2 [=] 3 (>) 


12 
35 = 
E (3X, - 5X, ) = 32 - SEX, = 3 ( 5 ) 5 ( 5 )‏ 
لیے نے 
ба 6‏ 
و : التبا ین الشترك ومعاملات الارتباط 
Covariance and correlation coefficients‏ 
اذا تم اختیار الدالة (x - ЕХ,)(х,— ЕХ)‏ =) لا« Xz‏ مي )8 فان 


ЕВ(Х,,Х,,...,Х,) = E(X; — ЕХ,)(Х,— ЕХ) = 


وهذا غالبا مایسی ШЫЙ» ٠‏ الشترك » بین التغیزین ر, ,× . ویلاحظ ان 


cov (Х,,Х,) = о = EX, X, ~ EX, . EX, 


کذلک یمکن البيان و بسهولة ان ( ,× , ,× ) ۶09۷+ (,×) ۷+(,×) ۷ = VIX, E Ху)‏ 
ونترك پرهنة ذلك للقاريء. و باستخدام جبرالصفوفات ت matrix algebra‏ وبفرض ان 
vector axu X‏ ذا кода)‏ عداصره تمثل مجموعة المتغيرات X,‏ دی وكا ,كا اي 
X. ] 1‏ ... وكا ,×] = × يسلك وفق دالة کتلة او كثافة احتمالبة مشتركة فان 
Ө EX, ... EX, [‏ = ×عيمثل متجه التوسطات الى X‏ وان, التبا ينات لهذه التغيرات 
وكذلك التباينات المشتركة مابين اي зл‏ معرفة في الصفوفة Ча‏ التي 
تسمی « مصفوفة التبا ين والتباین. المشترك للمتجه по‏ | 


0 1 бу-бу Tik 

Var —соу{Х)=Ё= | oj, + وو په‎ с, 
| د که‎ : 

ву, 9,2 буз сі 


| انشا 








أن الصفوفة 85 مصفوفة متمائلة Symmetric matrix‏ , ذات مرتبة KXK‏ 
و القطر می فیها تمثل تباينات عناصر ×. في = آن العتاضز الواقعة 
ج القطر الرئيسي تمثل التبايبات انت لشتركةييناي عنضرين من عناصر X‏ . 


ومن خلال هذه المصفوفة يمكن الحصول على معامل الارتباط البسيط بين اي 
متغيرين من عتغیرات التجه يز . فاذا رمزنا لمعامل الارتباط البسيط بين المتغيرين 
Х.Х,‏ بالرمز Жш Фу‏ یمکن حساب قيمة هذا المعامل وفق الصیفة التالية 
کے رت 55 
1 < مک | و б.с,‏ = رم 
وهذا 2 يمكن تعريف مصفوفة معاملات الارتباط البسیطة بین متغيرات 
а‏ × والمعطا العطاة بالصفوفة التالية التي تسمى . ٠‏ مصفوفة الا تباطات البسيطة » , 


۳ 1. Ріг 913 = Pik’ 
R=| رھ ووم 1.۰ روم‎ 


Prs Prz Раз نا‎ ! 


وهي р‏ کو ذات مرتية KXK‏ عناصر القطر الرئیسی فيها مساوية 
للواحد دلالة على ارتباط المتغير مع ع ذاته في حين ان العداصر خارج القطر الرئیسی 
معاملات الا Е‏ البسيطة مابين عداصر المتجه .. ان معامل الارتباط السیط 


مقیاس لدرجة العلاقة بين متغیزین خال من وحدات القیاس . وكلما كانت | | 
قريبة مر یچ رس X X.‏ ف خین انه كلما كانت 


3 


]10 قريية من الصفر فذلك مؤشر على ضعف العلاقة بينهما . اما اشارة هذا المعامل , 


فانها نعني انجاه او بين .پل فاذا كانت الاشارة موجبة ( يسبب ان 


0 > رہ ) فذلك يعني ان ن العلاقة موجبة ( طردیة)واد! كانت الاشارة سالبة ( يسبب 
ان 0 > (s‏ فذلك يعني ان العلاقة سالبة ( عكسية ). 


: پتطلب الامر في بعض الاحیان حساب درجة العلاقة بين متغیرین مثل X,‏ ,ېل 
بعد استبعاد اثر متغير ثالث مثل X,‏ مرتبط مع كل من و X,‏ . ان مغامل 


КЫ 


8 











الارتناط الذي یقیس علاقة من هذا النوع يسمي ١‏ معامل الارتباط الجزئي 


: معطاة صيفته ہما يلي‎ » 00: ыр partial correlation coefficient 
Pij — Pin- Рд, 


Pur = == - جا نم‎ TIEA, 
۴ JOSO) 7. کو‎ 
حالة وجود اربعة متغيرات مشل یک را« ر×, پگ فان صيفة معامل الارتباط‎ 
باستبعاد اثر يلا روا هي ہے‎ Х.Х, الجزئي ما ہین‎ 


Pijl с Ватт ` Віті Ы 1 1 
Piim = ام اه پد اب‎ 6 „ом 
و‎ J )1- ).ریم‎ — P اسر‎ 


كذلك يتطلب الامر في بعض الاحيان حساب درجة العلاقة بين متغیر واجد من 
جهة وعدة متفیرات من جهة آخری . أن معامل الارتباط الذي یقیس علاقة من 
هذا النوع يسمى «معامل الارتباط التعدد multiple correlation coefficient‏ 
معطاة صیفتہ في حالة وجود ثلاث متغيرات مثل X X X,‏ وتطلب الامر 
حساپ معامل الارتباط التعدد بين X,‏ من جهد والمتغیرین رک درل من е‏ 


" اخری . بالاتي , 


ښنپښښنسټپیتټټس تک ü‏ ۰ 
اهم в = МО)‏ 
وصيغة هذا العامل فی حالة وجود اربعة متفیرات هي.: 


Rija = j TTI PÎ 6 )(ر‎ ١ - Ёш) 


مثال ( ۷ ) : لعطيات الثال ( 5 )...جد تعامل الارتباط البسيط بين ,× رھ 
72 ید 11 ` 46 
\ — 4 — = سی Х,‏ 
لحل تو EX, 21 „EX, g7 EX,‏ 
فاذن سب > = в = EX, X, — EX, : EX,‏ 


n 




















3 2 Е 
> کے‎ + X; 
EX? = 2ِ 4) nia) = та 
1 و‎ 1 > 1 21 g H 21 
۲ 278 
= ЕХ] - (EX, P = aT ү. 








š 12. - 
901 = ЕХ; —(ЕХ,) = سوج‎ | ) 
. и فاذن‎ 
۹ niok 
42 912 | 
Рзд era 






رت 


يثال (àA)‏ جد معامل الارتباط البسيط بين X,‏ و 





7 


ЕХ, = EX; = کہ ساي‎ 


EX,X, — EX, EX, = — ла 


نہ 
ы‏ 
1 





у 


وان 
۱ 5 1 1 
ЕХ?‏ حا = EX? = f f xi (x + x,)dx,dx,‏ 
o Jo 7‏ 
فاذن 
1 . 
o‏ سا يرو = ° o = ЕХ? — (EX,‏ 
عليه فان 
1 اح бтз‏ = 
Pa = 0. 11‏ 
۰-۱-۶ : الدالة المولدة لعزوم التوزیعات 
المشتركة Joint moment generating function‏ 
افرض ان Xo Xp ee Ak‏ متغیرات عشوائية وان زاون وان 


تفیرات اخرى وان بط عدد موجب بحیث أن h,‏ > با > - . عندئذ تعرف 
الدالة المولدة لعزوم التوزیع المشترك للمتغيرات ‏ لب یک على النحو 
k N‏ 
الاتي : 1 0 4X;‏ 7 
Ee‏ = ليان мшш»‏ 
بشرط أن التوقيع موجود . 


فاذا كانت المتغيرات Xp Xp s Xy‏ من النوع المتقطع فان 


k 
1 È ta : 
М (ipts tg) = 3 > g > وی‎ i ن‎ Xy 05 


хр х2 x 6 


اما اذا كانت هذه المتغیرات من النوع المستمر فانه وبشكل عام : 
пуа А‏ ۳ 

> и 
© а ® ہے‎ 

M (ty bas aot) = 1 | х f e KX) dX 


= 


dx,‏ ...رب 


AAA 


واضح من تعریف هذه الدالة أن : 
M(t, =01,=0,...t = 0... t, = 0) = Бе? =‏ 
وان 
Eei М, (t)‏ = )0 = راب ,0= “б,‏ بای 0 = M(t, = 0, ty‏ 
وكما هو معلوم فان الهدف من هذا К‏ من الدوال هو تولید عزوم التوزیع . 


وسوف نوضح هذه العملية ئي خالة وجود توزیع مشترك р‏ واضح هنا ان : 
12 = (یای؟) 11 


وباستخدام مفکوك سلسلة مکلورین فان 


8 
enton = ў (uX, + ییا‎ ۳ 


ч=0 3 


2Х,‏ نع 
“) یکيا گا e y‏ 


ч= 0 


1۳ (tpt) 


2 
يکو گرا + +(X, + t,X,)‏ 3 = (رای!) 1 


t t 3 
( اگ‎ + 2X2) + А 








+ 3! 
12 
26 2 2 
= 1 +t EX, + EX, + i EX + وي پل‎ 
щй 312 
3 + 172. 2 2 
+ ہے ورا ياي‎ EX + ړو‎ EXIX + AEX X? 





t 


7 EX} + 
٢ 3 























ويلاحظ من هذه الصيغة أن عزوم كل متفیر حول نقطة الاصل موجودة وكذلك 
العزوم المنتركة . وهذا یعنی أنه يمكن « توليد » هذه العزوم لكل متغیر بشكل 
منفرد وكذلك العزوم المشتركة مابين X,X,‏ وعلى النحو التالى : 
بايجاد المشتقة الجزئية الاولى للدالة Mitet)‏ سبة الى پا نحصل 
ЖИ‏ | 


EX, + (EX? +,ЕХ,Х, + O’ (lta)‏ = دساف 
% 1 


یت )07010,6 تعني حدود لاحقة تمثل مشتقات جزئیة من المرتبة الا وی 
تتضمن t,‏ او پا او كليهما بقوی Ue‏ . وبجعل 0 = پا سح ,؛ تحصل على : 


ФМ (tot) | 2" 
дү سس‎ 1 


وهذا مهو الا متوسط X,‏ في التوزيع | 
كذلك فان 


2 
اما‎ = ЕХ? + ЕХЭ + LEX2X, + O" (0,0) 
1 


R‏ (یا ن8 )“0 نعني حدود لاحقة تمثل مشتقات جرئية من المرتبة 
الثانية تتضمن پا او ر او كليهما بقوی علیا . وبجعل 0 = را > با نحصل 


ode 


2 
M (tpt) 


£ 7 | = ЕХ? 
д Кы 0 





وھذا ماهو الا العزم الثاني للمتفیر X,‏ حول نقطة الاصل . ووفق مانقدم 
يمكن ملاجظة ان العزم ذو المرتبة r‏ حول نقطة الاصل لاي من هذين المتفیرین 


ماهو I х е.‏ 
i ۱ 89۸ (t,t‏ 
| یی = „ЕХ;‏ | اا مھ = پچ 
0= چوع ره д;‏ | 0 وه وه дч‏ 


Av. 


الان لوعدنا للمشتقة الجزئية الاوی تسبة الى ہا وقمنا باشتقاقها نسبة ی وا 


فاززا تحصل مال ; 


MUG t 
یس‎ = EX,X, ۸۰ + تیا‎ + Об) 
êt, 
: على‎ фаз وبجعل 0 = ,1 = را‎ 
z 3 
Mitet) 5. ЕХ,Х, 
00,01, و < و1‎ = 0 1 
ووفق نفس‎ . J وهذا ماهو الا العزم المشتر ترك ذو المرتبة الثانية حول‎ 


المفیوم یمکن البیان آن . 


М (0,6) هو‎ MILD) له‎ | = 3 
дд, 0) = دز‎ д.05 وه‎ =ty =0 


عليه وبشکل عام اذا کان ,بو عددين صحيحين فان 


+ 
L MOS : = MA tuta) ] = ان‎ Ху, 
д ita н, وه‎ 2: 20 


هدا 


وس العزم المشترك ذو المرتیة 


تقدم يمكن ملاحظة مايلي , 


PM (tpt) ôM (tpi) ۳ РОГУ ۳ 
ди д چات وه‎ =0 | 


ФМ (1,,1,) aA ФМ یا ی1)‎ ( )( . | 
дд, N д, 912 وه‎ =1 =0 


= 6 


. حول نقطة الاصل‎ (r, +r) 


12 


مد 











كذلك يمكن ايجاد دوال من شأنها توليد عزوم مشتركة مرکزیة . ففي. حالة 
وجود. متغيرين مل × × فان الدالة المولدة للعزوم المشتركة المركزية تعرف 


بالشكل التالي : 


رولاع - ری و + ХЦ)‏ (ز#) واي E‏ = 
е Ee‏ )505( 


حیث M,‏ تعني الدالة المولدة للعزوم المشتركة المركزية . وهذا يعني ان 


M. ( tp t;) = € ` (EX) + و‎ M( وا ییا‎ ) 


۔ووفق نفس الاسس التي نم اعتمادها بشان تولید العزوم المشثركة حول نقطة 
الاصل يمكن اعتمادھا ایضا في تولید العزوم المشتركة المركزية . حيث يمكن 
البيان أن : 


i= 1,2‏ ا( машы = E(X, — EX,‏ 
0= 1= وه д‏ 
. التي منها يتبين ان 


E(X, ~ EX,) = 0, E ) X; – EX, (۳ = 7 
: كذلك فان‎ 


2+ و۳ 
E(X, ~ EX, )1 .( X, — ЕХ,)?‏ = اوو و وچ 
Яса 3‏ ۰ے f st‏ 


д. диз 
: ویتضح من هده الصبيغة ان‎ 


E(X, ~ EX, )( X, ~ EX,) = 0,3 


مشال ( ۹ ) од:‏ ان 


5 موم مرحم !6 
0,1,...,6= بط و )+( () گے رید بدا 


Хуе 6 x, 


۱۷۲ 


قي کالب 
X, ,X,‏ . عندند فان : 


تمثل دالة الكتلة الاحتمالية المشتركة للمتغيرين 


f 
2] پا , را)‎ ( = J ول‎ 6! 
x 7 





الان لاي عددين مثل a,b‏ فانه باستخدام نظرية ثنائی الحدين يمكن البیان 


6 
ان . 97 موك } =( + ف). وھذا يعني أنه لو تم جعل 

k=0 
فان‎ kex. b= موش‎ АТ 


хрз 


1 3 6 6 1 xí ہے‎ x} 1 
(+e +e) = У Ca Ta 11 1 еї 





من ذلك نستنتج ان . ۴ و 1 
мн.) = ( т ۶1 + +=)‏ 


( n) м 0) = iay ان‎ 
و یش‎ , M(t, 1 5 


۳ - كذلك فان‎ 
еч + 3 е) 
4 


۱۷۴ 














وھذا یعنی ان >= ЕХ,‏ وان 


3 22 . s 
۵9۷۸ (t, ,t,) _18 5 1 р 3 а) 
ЕЯ 4 4 4 


وهذا يعني ان — = ЕХ,‏ كذلك فان 
е 1171‏ | اپ L‏ 7و 1 ма)‏ 

8 0 =12= ر٣‏ ;& 8 9 وه وا 83 

27 з ү y 174 و‎ ۶ 9 
= — = - = 2 
27% ( 2 ) چ٥‎ 8 2 8 3 

كذلك فان 
e+ e)‏ )صا 45 _ M(t t)‏ 
ôt ôt‏ 
۱ 1 
وهه لعي ان 
М (tista) E 45 z‏ 
رد ا ôt, . êt кш‏ 
К? ty =12=0‏ 17 


٠١( Jë,‏ ) : افرض ان 0 < ر× و 6۳0*۳2 = Xg)‏ ,)1 تمثل دالة الكثافة 
الاحتمالية المشتر كة للمتغیرین X,‏ , ,لا . عندئذٍ فان : 


we 























© هم 
0 رعاحی 2*2 ١ ез‏ = ( وا , ,؟) ]1۷ 
J‏ 


Jo 0 


{<= تہ‎ 
= | ел) еөз - дуду, 
° 


© w 
5 езиб 780 фк. ودی‎ ١-٨2١ dx, 
ول‎ Јо 





1 
په د سے پا نک ارات 
Ер‏ 


< 1 


لاحظ من هذا المثال ما پلي 


أن 1 M(0,0)=‏ وان : 


J goo =1 = 1!‏ (و-|).1لا-1 = | بل 
0= وود tı‏ 


8 


2 
21 = 2 = ہے رل یا k(1‏ - 1)] 2 ات 
20 جع д tj‏ 


ФМ (t,t Я 0-9 
i | a E میرب[‎ = 6 = 3! 
ورس‎ > 


وھذا يعني ان 


мша] ® Minet? | کے‎ 
ЕН чегер FH ا ا‎ 


ویترك للقاريء البیان ان 


дзем (t,t) ۱ 
= (r, I(r! 
Aman د‎ T 


۷2 














كذلك فان 


M, (hst) = 6 ۳۹۵ ])1 1)(را-‎ tJ] it, t, > 1 


ول فصاو رخا شی پر گا 
وفیما يلي بعص الملاحظات عن الدوال المولدة لعزوم التوزیمات ن المشتركة ؛ 
۰- أن خصائص الدوال المولدة لعزوم التوزیعات المشتركة من حیث المفهوم هي 
نفس الخصائص окай‏ عنها في الفقرة ( ETS‏ 
قد تکون الدالة المولدة لعزوم توزیع مشترك موجودة وقد تکون غير موجودة 
وذلك يتوقف على امكانية تحدید توقع gU‏ :کال م 
- أن الدالة злу)‏ زوم توزيع مشترك (اذا كانت موجودة ) هي دالة وحيدة 
تشخص التوزيع الاحتمالی المشترك الذي أشتقت منه . 
-٤‏ أن كل توزيع مشترك يمتلك دالة مميزة معرفة بالشكل 
їлХ,‏ 
Pity sty, t) = Ee isy -1,j=1,2,...,k‏ 
وهذا يعني ان هذه الدالة موجودة АЙ‏ ( بعكس الدالة المولدة للعزوم ) 
ان 1 > |(با,....مای,)۵|. ویمکن ملاحظة ذلك حسب خاش دوت اق 
الفقرة ( ۲ ۱-۳) . وعن طريق الدالة المميزة يمكن ایضا استنتاج عزوم التوزيع 
المشترك . 


۽ ۲ ؛ التوزيع السدي Marginal distribution‏ 


استعرضنا في الفقرة ( + — `( مفهوم التوزيع المشترك وخصائصه واهم العزوم 
والمقاييس المتعلقة به . في هذه الفقرة سنستعرض مفهوم آخر يستند بالاساس الى 
التوزیع المشترك Š‏ وهو « التوزیع الحدي gu‏ 

افرض أن و×,ر×, ,× متغیرات عشوائية تسلك وفق دالة توزيع مشترك 
مثل РОХ)‏ أو fC XXa)‏ وتطلب الامر ايجاد التوزيع 
الاحتمالي لاي متغیر منها او دي | متفیرین منها . е‏ فان الدالة Р(х)‏ او 
i=1,2,3,f(x,)‏ . تسمی التوزيع الحدي (الدالة الحدية ) للمتغیر بل . 
كذلك فان الدالة (ر×, ٣),‏ أو Ja Из а‏ تسمى التوزیع المشترك الحدي 


۷٦ 


تین X, ,X,‏ .»5 نفس المفهوم الموضج اعلاه یمکن التعمیم لحالة K‏ 
لمتغيرات ن عملية ايجاد دالة التوزیع الخدي تعنى انزع دالة 

احتمالیة لاي متغير او مجموعة من المتغيرات وعذہ العملية تتم على النحو التالي 

وبفرض :وجود уу‏ مشترك ثلاث متغيرات .. ففی حالة المتغيرات: المتقطعة 

فان 

0 


Р(х,) = У, > Р(х, ,х,,х,), P(X) > 2 Y Р(х,,х,,х,) 


хр х3‏ 3 ود 
كذلك فان 


۳), و5‎ ( = },Р(х,,х,,х,),Р(х,,х,) = 2 Р(х,,х,,Х;) 


хз х1 
اما في حالة المتغیرات المستمرة فان‎ 


و . (dX;‏ ول , ولا f(x,‏ ۱ او و 
2× 


tos) = | ۱ f(x,,xX,,x,)dx,dx, وان‎ 

51952 

tan) f f(X; وکا‎ , X; ( dx; كذلك فان‎ 
3 

وان {(х,,х,,х,)ёх,‏ | = و 
1* 


یکن سیر می غ اعلاه في حالة وجود توزيع مشترك تتضمن دالته اکثر من 
ثلاث متغيرات . ان الدوال الحدية المستنتجة وفق الصيغ يغ اعلاه أو غيرها هي Lai‏ 
دوال احتمالية تتصف بالخصائص الثلاثة من حيث کوتھا دوا ل وحيدة القيمة . غیر 
سالبة Моп- negative function‏ المجموع أو التكامل حول قيم متغيرات الدالة 


үү الاحمباء الرياضي‎ e 











الحدية الممكنة يجب ان يكون مساوياً للواحد . كذلك فان الدوال الحدية ذات 
متغير واحد هي ف الحقيقة نفس الدوال الاحتمالية التتى سبق لنا دراستها في الفقرة 
)\- توشر ہہ و وہس 
الاحتمالية المشتركة التي سبق Ш‏ دراستها في الفقرة ( .)١ -٤‏ عليه وفي حالة 
تطلب الامر حساب عزوم للدوال الحدية À)‏ أي شيء آخر يتعلق بالتوزيع 
الحدي ) فانه یتم الاستعانة بهاتين الفقرتین . 


مثال ( ١‏ ): افرض أن 
1 
(д, + 2х,—х));‏ لوو P(x‏ 
x, = 0,1‏ ,0,1,2 کح x,‏ :2 لے رلا 


ېر دالة الكتلة الاحتمالية المشتركة للمتغیرات Х,,Х,,Х,‏ . جد الدالة 
الحدية الى ر و یلاو . 


2 
Р(х) = у (х, + 2х, - ху) العمل‎ 


ЕЛ» 
s|- 


1 


1 1 
6 (6 + 8x ~2) = (2k, +1); xX = 0,1,2. 

2 ١ 
РУ + (2, +1) 1+3+5) - 1 لاحظ ان‎ 


0 3 1 
كذلك زوه - پھ + ۽ 3 =) P(x,‏ 


و2 


5 : 
1 
„с> : х +2 ў X, — > به‎ (3 + 4х, —2х,) 


x=! жүз х121 


۷۸ 





قادن 


1 
(5,5) = ç (bo - 2%, + 3( بد‎ = 0,1,2; =0, 1 








كذلك فان 
1 2 2 
ہد — یھ + )3 2 2 = P(x,)‏ 
۶0 ود 1= ۲ 
1 1 
х= 0,1‏ ; ( و2 - 7( -z‏ = (ہھ - 12 + 9) د و 
مثال (Aç)‏ افرض أن 1 > б (хү,х,,х,) = 8хүх,х,;б<х,,х,,х,‏ | 


تمثل دال الكذافة الاحتمالية المشتر کة للمتفیرات Х,,Х,,Х‏ جد(ی5)؟ 


العل : 


1م 


(ә) = | 


1 
| 8x,x,x,dx, dx, 
ول و‎ 


1 1 
| اق‎ X, dx, = 2x, : 0 > وخ‎ > 1 
0 9 





1 
وکی×,×8 بډ د‎ dx, = BX, 35 x, dx; 
٠ 
= 45۱ : و0‎ <l 


0 


مثال -i 0Y)‏ لتكن 1 > ود > ,× > 2:0 > х,,х,)‏ تمثل دالة الكثافة 
X, , X, ТРИИ‏ جد الدالة الحدية لكل من پک ,رک 


۷ 


1 
a- | 24х, =2(1—-х,);б<х,‚<1 
1 


وان 
<x, > 1‏ 0 : یا 
г) | 285, = 2х, ; 2‏ 
0 
مثال ( ۱۶) : افرض ان دالة الكتلة الاحتمالية المشتركة للمتغيرين Х,,Х,‏ 
موصوفة بالاتي : 


(х,,х‚,) : (0,1) (0,2) (0,3) (1,1) (1,2) (1,3) 
Р(х,,х,) : 01 02 03 02 01 01 


جد التوزيع الحدي لكل متغیر ثم جد معامل الارتباط البسیط بين X,,X,‏ 


الحل : للسهولة نعمل الجدول التالي : 
8 

x] 0 1 > 
х; 
1 01 02 03 
2 02 01 03 
3 03 01 04 
2 06 04 1 


۸. 




















من ھذا الجدول نستنتج ان . 


Р(х,)= Y P(x,,x,) = 06 ;x, =0 


1ے ود 
1ع : 04 = 
كذلك فان 
P(x) = y P(x,,x,) = 03 ;x, = 1‏ 
k: = 03 ;х, = 2‏ 
;х, = 3‏ 04 = 


وبھدف حساب معامل الارتباط البسيط فان ذلك یتطلب حساب الوسط والتباين 
لکل متغير وكذلك العزم المشترك ذو المرتبة ЫШ‏ وكما يلي : 


1 
EX, = Y x,P(x,) = )0()06( + )1()04( 4ھ‎ 


0= ود 


Е 1 
EX? = У х2р(ху} = (0) (06) + (1) (04) = 4 


x 0 


فاذن 4 = ?)04( — 04 = o?‏ 
Бүз‏ 
3 
EX, = Y x Р(х) = )1()03( + )2()03( + 3)04( = 1‏ 
21 ور 
3 
1 = )04( )3( + )03( )2( + )03( )1( = رہں ۳ تع У‏ د تلاق 
فاذن وت 
аі = 51 — (21) = 9‏ 
وان 


ЕХ,Х, =(0)(1)(01)+(0)(2)(02)+ ... + )1()3()01( = 7 


۸۱ 


1; = 07 - (04)(21)= — 014. 


с 
ووم‎ = 12 — = — 0:344 
G, . 6, 





Conditional distribution التوزیع الشرطي‎ ۳ 


ان مفیوم التوزیع الشزطي يقترن بمقهوم الاحتمال الشرْطي المنوه عنه في الفقرة 
)\_ ۲). حيث انه لاي حادثتین مثل А,В‏ فان احتمال وقوع А‏ علما ان 8 
ستقع ہو(ھ),۶| P, )4 |8( = P, (ANB)‏ بیساطة فان الاحتمال الشرطی ماهو 
الا حاصل قسمة « الاحتمال المشترك » على « الاحتمال الحدي ». ووفق هذا 
المنظور سیتم تعریف التوزیع الاحتمالي الشرطي : بفرض ان وکا ,وک X,‏ ثلاث 
متغیرات عشوائية تسلك وفق دالة كتلة او كثافة احتمالية ср Н‏ الامر 
ایجاد التوزیع الاحتمالی لمجموعة جزئیة من هذه المتغيرات بفرض ان المتغيرات 
الاخری المتمثلة بمجموعة جزئية متممة للاولی تمتلك قيمأ معطاة سلفأ عندئذ فان 
التوزیع الاحتمالي لهذه المجموعة الجزئیة ماهو الا ال قسمة دالة التوزیع 
الاحتمالی المشترك على دالة التوزيع الحدي لتلك المتغیرات المتمثلة بالمجموعة 
الجزثية المتممة . هذا الثوزیع یسمی » التوزيع الشزطي ۰. فعثلا لو تطلب الامر 
ala |‏ دالة التوزیع وی للمتغیر X,‏ علما ان X, =х,,Х, = x,‏ فان ذلك يتم 
وفق الاني وبفرض ان المتغيرات من النوع المتقطع : 
_) ری Pí(xo‏ 
( ول P (x,‏ 
واذا کانت المتغیرات من النوع المستمر فان 
LESTES 3g)‏ 
( و بوة)؟ 


P(x, |X = ريه‎ X; = 8%) = 


(x, |Ху=х,,Ху=х,) = 


كذلك فان 
Xa)‏ بو Р(х.‏ 


P(x 3, |X; = چھ‎ ( = Ех 


(холо) 


кк | و‎ = xg) = Ту) 


۱۸ 








ويمكن تعميم الصيغ اعلاہ لحالة اکثر من ثلاث متغیرات . وبشکل خاص اذا كا 


v 


: متغیرین عشوائيين بدالة احتمالية مشتركة معيئة . فان‎ Х.Х, 
P(x,,x;) Р(х,, 

Р(х, | یلا‎ =x,) = سر‎ „Р(х, | رل‎ = x,) = یی‎ 

f(x, | ولا‎ = x,) Ол f(x, IX و دوب‎ 

ху} = х)‏ = پا و f(x) А‏ 2 2 | و 
.ان التوزیعات АРУ)‏ الاخری تتصف بخواص دوال الكتلة 0 
الاحتمالیة من حیث + وا دوا му‏ القيمة . غير سالبة ر0 لتکامل 
حول قيم تلك المتغيرات يجب ان LA об‏ للواحد ө‏ ہو 


ز(یدی«)! تمثل دالة الكثافة TD‏ للمتغیرین ХХ,‏ وان التوزيع 


الشيطي الى X,‏ علمأ انږه = aX,‏ ليع ياك JE, [x)=‏ 
2 


0 1 .م‎ 
f f(K | x} dK, = سل‎ | f(X; Xa } dX, 
ع‎ 2 -o 


© 


1 
тоу 001‏ 
مثال ( ۱۶ ): لمعطیات المثال ( ۱ ) فان 
1 
x)‏ - یھ + )کے X.)‏ ميك P (Xu‏ 
- 3 ے لوڈ = ريد Мы‏ 
(1 + 2( — 7 


۲ رک ھی لا 2+ وکا 
D ix = 1,2535, = 0,1,2;х, = 1‏ = 


Y 








1 
P (xX; X; | X; х,) 4 (х, و5 : (یع-‎ = 0 


gU Kg +2) = 1 


2= مد (4 + يه - 09 = 
كذلك فان 


1 5 
م‎ + 2x, — X3) 
P(x, |Х, = رو‎ X; = Xs) ү - 
367 )3 + 4x, — 2x,) 


X, +2х,— X; 
3 + 4х, — و28‎ 


وهذا يعني أن : 


P(x,|X,=x,X,=x,) = — Xí;xXx, = 05 = 0 


3 

= x,-—l;x, = و05‎ = 1 
1 . 

0حوه,| = ہرز (2 + (м‏ = = 
1 

= зба + 1( : ي:‎ = д > 1 


1 
0= و25 = پر (4 %( ч‏ = 


1 
= g (м +3);%, > 2,5 =1 


X, +2x, — X, ۰ 1 - 
Р(х,|Х, =х,Х,=х,) = 52 + 5 - Г ويطلب من القاري» البيان ان‎ 


۱۸۶ 

















مثال ( ١١‏ ) : لمغطيات المثال ( ۱۳ ) فان : 


1 > ير« > 0 ری ړلا 0: E‏ 


ل 
وان 
1 
XK, <X > 1,0 > xX, > 1‏ سو 
1 
كذلك فان 
1 1 
پک < ړپ 0, 4 
1 1 
سی کی > 97,0 
3 3 
— 0, — 
<x < +‏ 4 
وان 


1 1 1 
Sm <‏ ې د ې 
1 1 1 
>> > 7° 


والشكل ( ٤ — t‏ ) يوضح مخطط هاتین الدالتين : 


і 


2(1-—x,) 


кж; 


يا 


£ xy 


۳ 


ух 


f(x, | X, =x) 


f(x. |X, =x) 


1 


T(x | ولا‎ = x;) 


f(x | 5, =x) 


\лё 














مس س 


fxd X2) 





1 36 72 01% 
الشكل ( ۰-۰ )۰ مخطط التوزيعين الشْطيين في ١ 1 ФА‏ . 


ساسا ا يض 


Conditional probability الاحتمال الشرعي‎ : ١ ے٣‎ t 


لتکن وكا رو Xp‏ ثلاث متغیرات عشوائية وان бокко ржа)‏ تمثل 
دالة الكثافة الاحتمالية المشترکة الشرّطية للمتفیرین پا ہلا Ше‏ ان x‏ = ولا 
وافرض أن Гары]‏ مجموعة جزئیة معرفة على فضاء X,‏ وان [apb]‏ 
مجموعة جزئية معرفة على X, Аз‏ لتكن A,B‏ حادثتین معرفتین بالٹکل 
хү:а < x, < b.)‏ )عم زرط < ول > Злева,‏ فان احتمال وقوع 8 ,۸ 
معأ علماً ان و = Ху‏ یسمی « الاحتمال المشترك الشرطي » للحادثتين A,B‏ اي 
.P (A N B |X, = х3)‏ 


Р(А[В|Х, = x.) = يقار‎ SX, S پھ, رتا‎ S X, > وط‎ |X; = (ولا‎ 


` اش یت 0 ç 27. . . w:‏ ` 
اذا كانت المتغیرات من النوع المتقطع Е > Ў Р(х,,х,[Х, = xs)‏ 


په ود )9 хр=‏ 


{эъ 2 | 
=j | f(xo x, |X; = x.) dx ,dx اذا كانت ال لمتغيرات من النوع المستمر‎ 
а 


а 


^^ 


ان المفهوم اعلاه يمكن تطبيقه على ایة حالة اخری تتضمن أكثر من ау‏ 
متغیرات . وبشكل خاص اذا كان Ха‏ + متغير ين عشوائيين فان . 





اف 
امتغیرات متقطعة sb |X,=x,)= YF P(x, |X; = x,)‏ بل اک P, (a,‏ 


=a‏ ړدډ 


s 


fbi 
= ۱ f(x, |X, = х.) لمتغیرات مستمرة و‎ 
په‎ 


مثال ( ۱۷ ) : لمعطیات المثال ( ۱۰ ) جد مايلي : 


P(X, ! پا |1ع وكا‎ = х,).Р,(Х, =1]Х,=х,,Х, = x) 


العمل : 


X, + AK, — x 
P (X, = 1,X, =1|X, =x,) = حك‎ a] 
(X, 3 123 2) 4(2х, +1) ورد ود‎ 


1 


و یو وج وش 


1 1 1 
= یز سوت‎ 0, = iX يكاز سمي = راع‎ =2 
كذلك فان‎ 
X, + 2 — Xs 
ВХ, = 1|X, = x,,X, = xs) = 3 + áx, — 2х; 8 
25 پک ۔‎ ۳٣ 1 . _ = 
= a m, p3 وهه‎ 
=P لاحظ ان‎ 
{х,,х,):(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(2,0),(2,1) 
р: گے کے 2 3 و ل1‎ 
3 ° TT rgo Жр 9 


AV 








مغال (۱۸) : لمعطیات المثال ( ۱۱ ) فان : 


b 
1 ۳ 
8)۵ < X, > يكاز‎ = x) = Í سس‎ a = з هلاح ہورگ‎ 
в: "2 2 
07 
P (01 > X, <08|Х, = х,) = —— ;x, z 07 
2 
= 0873 ;x, = 8 
0778 ;х, = 9 
وان‎ 
03 
P (0 > X, <03|Х, = x,) = سے‎ ix < 3 
2 
= 06 ;х, = 0:5 
= 0375 ;х, = 08 
كذلك فان‎ 
یټ اماع‎ =x) | ag а 1 ۹ 
r 2 ک 2 ہے لت‎ -)0-6( 
5 Зы 
P, (03 > X, > 07| ,كا‎ = х,) رک ہے‎ 6 
1 
= 8 ;х, = 5 
= 05 ix, = 02 | 
١ وان‎ 
۴,)05 > بل‎ > 1|, =x) = وه ور سل‎ 


1-х 


0:833 x = 4 
0:556 ;x, = 1 


1 


АА 





٤ے‏ ؟ : الدالة التوزيعية الشزطیة ۲ 

Conditional distribution function 

لنکن Х,,Х,,Х,‏ ثلاثة متغیرات عشوائية وان ( × = و× | ر×, JÈS Оз,‏ 

دالة التوزیع المشترك А‏ للمتغيرين X, ,X,‏ علما ان و5 = وکا . عندئد 
تعرف ЫЙ‏ التوزيعية المشتركة الشرطية للمتغیرین ХХ,‏ النحو التالی 


F(x,,x,|X, = xx) = P. (X, <x X, <x,|X, =x) 
رد‎ х2 3 


فى حالة المتغيرات المتة X P(u,,u,|X, =x)‏ ,}= 


-a ~o 


x х2 5‏ 
فى حالة المتغیرات الستمرة du,‏ ولا۵(ولا = و× | ونا -Í 1 f(u,‏ 


-0 -o 


ونفس هذا المفهوم ينطبق على حالة وجود اکثر من ثلاث متغيرات . وہشکل خاص 
اذا كان X, ,X,‏ متغيرين عشوائيين فان 


х1 
F(x, یلا‎ =x,) = E p(u,|X,=x;) لمتضرات متقطعة‎ 
х 
- | f(u, |X, = х, ( تغیرات مستمرة سه‎ 


واذا کانت المتغیرات من النوع المستمر فان 


P F(x ول | یل‎ = X,) 


ӧх, . х, = 1): یم‎ |X; =x) 


дЕ(х,|Х, = x.) 5 


25, =f(x,|X,=x,) 


علماً ان الخصائص „уш‏ عا à‏ الفقزة ٥٥ =Y)‏ و ( ۰-۱-4 (r‏ تتحقق جمیعً 
هنا وبمجرد اعادة الترمیز الى (... | ...)5 لذا ارتأينا عدم ذکرها تجنباًللتکرار . 


۸۹ 

















مثال ز ۱۹) : لمعطيات المثال ( 5 ) فان , 


6 | du 
ات‎ 1 EN i 
F(x |X, =з) = РИХ | کو و ل‎ 
= لگ‎ O< x > ود > 0 ہد‎ >1 Кет" 
52 : حظ ان‎ 
х; = 
X х) = - 
F(x,|X, 2 x - 5 


0= بت 
x; ۶7‏ = روس (0x,‏ 


۵۳۴۱| یلا‎ =х,) 


Si Ы فان‎ X, = 08 واذا كانت‎ 





F(x, |X, = 08) = 05 
: یوضح مخطط هذه الدالة‎ ) ٥ -٤ ( والشکل‎ ۱ 
س‎ 
Е (х11х320.8) 
1 


05 


X 


0 . 05 08 
` F(s, بل(‎ = 08( дй مخطط‎ {e -:( الشکل‎ 














كذلك فان 
Е(х,|Х, = х) = Р(Х, <x,|X, =х,)‏ 


хз B 
- | سس‎ du, = T ух <x > 1,0 >> 1 
Жү 5 1 
لاحظ هنا ان‎ 
z 
a X, - x 
F(x, |X = x) = Үс. | _ = 0 
х= 
, وان‎ 
X, — Xx 
5 1 ху= 
з کذلك فان‎ 
дЕ(х,|Х, = رہ‎ = 1 
ôx 1 - x 
۱ | فان‎ x, = 02 واذا كانت‎ 
x, — 02 `. 
F(x, |X, =02)= تست‎ 


2 > ولا 08 


والشکل ( 4 )٦‏ يوضم مخطط هذه الدالة | 
F(t 1%, =02)‏ 
1 


05 





0 P 02 ولا‎ 
гё 


Ф2 1 
5 
Pa SOE 


الشکل ( ٤۔ (A‏ مخطط الدالة 


3 


























+ ۲۰۲ : التوقع الشزطي وتطبیقاته ‘Conditional expectation‏ 


(یدے P(x,1X,‏ ,او كثافة احتمالیة شرطیة مثل x,)‏ = ولا | fix,‏ وان (×)8 
دالة معينة بدلالة المتغير ,× . عندئذ یعرف التوقع الشرْطي للدالة g‏ بانه 
« متوسط » هذه الدالة المشروط بقيمة X,= Xx,‏ ويتم حساب هذا التوقع وفق 
الاتی : 


لیکن X,‏ ,× متفیرین عشوائیین بدالة کتلة احتمالية شرطية 


Е[в(х,)|Х,=х,]= E в(х,).р(х,|Х, = х) لمتغیرات متقطعة‎ 


1 


3 ۱ g(x) f(x; |X; = х,) dx, لمتفیرات مستمرة‎ 


علمأ انه يمكن تعميم التعریف اعلاہ لحالة وجود اکثر من متفیرین . ویشکل خاص 
اذا كانت g(x) = X,‏ فان E(X,|X, = x»)‏ سجی المتوسط الشرٌطي 
X, p Conditional mean‏ المشروط بقيمة ولاس X,‏ . وبالمثل فان 
E(X,| X = x,)‏ یمثل المتوسط الى X,‏ المشروط بقيمة ,۷ = ,× . وهذا يعني 
ان 
ان 


Б(Х,|Х,=х,) = У хүр(х,|Х, =x) لمتغیرات متقطعة‎ 


х1 
© 
- | x, f(x | ولا‎ = x,)dx, لمتغیرات مستمرة‎ 
یسمی « متوسط مربعات » قیم‎ Е(Х2|Х, = واذا كانت 2 = (,۶) فان (ر×‎ 
: وھذا يعني أن‎ . X, = x, المشروط بقيمة‎ iX, 


E(X | ی‎ =)= Y хр(х,|Х, =) لمتغیرات متقطعة‎ 
х1 


لمتغیرات مستمرة |X, = x,)dx,‏ )؟ f xi‏ او 


۹۲ 


وبذلك يمكن تعریف « التباین الشرطي conditional variance‏ 
استناداً لما تقدم وفق مایلی . 


22 = V(X, |X, =x,)= E(X? | ريه = وک‎ ~ [ E(X,|X, = x, у]? 


وبشکل عام فان (یه = B(XT|X,‏ يسمى « الغزم الشزطي ذا المرتية r‏ حول 
نقطة الاصل للمتفیر X,‏ المشروط Аа‏ ر× = Х,‏ 
واذا كانت و و « ی ثلاثة متغیرات عشوائية فان Б(Х,Х,|Х, =x,)‏ 
يسمى « العزم المشترك الشرطي بين ر×, ,× المشروط بقيمة ول > پل . و 
حساب هذا العزم وفق الصيغة : - 
لمتغیرات متقطعه 
=x)‏ وکا اراد E(X, X, |X; = x,) = У Y x,x,p(x‏ 
хү хә‏ 
لمتفیرات مستمرة 1 
хох, (XX, |X; = х.) dx, dx,‏ | | = 
x - 0‏ 


وبشکل عام فان ( × = و | 3× )1) 8 يسمى العزم المشترك الشرّطي ذا المرتبة 

m)‏ + ۲)المشروط بقيمة ولا = X,‏ وهذا يعني أنه يمكن حساب قیمة « التباين 

المشترك الشرٌطي » بين ولا , ,× المشروط بقیمة وڈ = وکا وفق الصيغة التالية : 
cov(X,,X,|X, = x3)‏ = و 


= E(X, X, |X; = x) - E(X, |X; = x). E(X, | X; =х,) 


وعلى ضوء مفهوم التباين المشترك الشرّطي یمکن قياس درجة العلاقة بين Х.Х,‏ 
علمأ ان хә‏ = ولاوفق مايسمى بمعامل الارتباط الجزئی المنوه عنه في الفقرة 
٥-١-٤ (‏ ) وذلك من خلال الصيغة : 


Е 212.3 
Раза ace 
1-3 2.3 


حيث و“ . ووه يمثلان على التوالي الانحراف المعياري الى كل من دا ,رز 
المشروط بقيمة X, = x,‏ اللذين يتم الحصول علیهما من خلال مايلي : 


م / الاحصاء الرياضي نهنا 





7( ود = وكا | E(X:|X, =x,) ¬ [E(X,‏ = وه 


E(X |X; = х,) — [E (X, X, = x,)]‏ = وہ 


علماً انه يمكن تعميم صیغ حساب التباين المشترك الشزطی ومعامل الارتباط 
الجزئي في حالة وجود اکثر من ثلاثة متغيرات عشوائية. 





; = ود وط یي‎ M مثا لاعلت‎ 
рб, [жа رغه +3 = وک‎ = 2x; ә ل (۰۲۰) :اد‎ 
. V(X, J, EX}, EX, جد‎ ۰ x, = 12,x, = 0,1,2-,x, = 1 


' 2 
EX, = E(X, |X, = X,,X, = x,) = У х. 


زحود 


X, + 2x, — X; 
— — و‎ 
3 + 4x, — 2; 


6k, — 3x,‏ + 5 ے 


= TA, og X, = 0,1,2,х = 0, 
3 + 4% - 2 ۶ ۵: 1,2, ود‎ = 01 


واضح ان ؛ 


ЕХ, = 3/3 په‎ = 0,50" 
2 ,x,=0,x, =1 
11/7, х, =1,х,=0 
= 8/5 ولاو‎ = 1,x, = 1 
ع‎ 17/11, х = 2,х = 0 
= 14/9,х, =2,x,= 1 


1 


2 X, +2x, — x 
ساد و تی عو د و وت‎ 


1 


EX? 


хү=1 


9 + 10x, – 5x, 
Зах پد‎ X) = 01,2,,x, = 0, 
3 + ر×4‎ – 2x; 0 ولا‎ = 1 


EX} 3ے‎ ,x,=0,x, = 0 


1 = ولا و0 = 5х.‏ 4 = 


۱۹۶ 





19/7 ,x, = 1, = 0 
14/5 پ×,‎ =i, = 1 
29/11 ,x, = 2, و5‎ = 0 
24/9 ,x, =2,x, = 1 


1 


I 


1 


lI 


كدلك فان 
V(X,)= V(X,|X, =x,,X, =x)‏ 
10x, – 5х; 5 + 6x, — 3х; 2‏ + 9 _ 
4x, — 2x; ]‏ + 3 و2 — 4x,‏ + 3 
واضح ان 


У(Х) =2/9 , х, =0,x = 
= 0 ولا ,0 = و و‎ = 
= 12/49 , x, = 1 هلا‎ = 
= 6/23 , x, =1,x% =l 
= 30/121, x, = 2,х; = 0 
= 20/81, x, = 2,x, = 1 


о ہم‎ о 


مشال ۲۱۱ ) : اذا علست ان 


۱ _ رش‎ + 4x, — Í _ 4, س‎ 2x, + 3 
x جر داد بو ها‎ 1) 
х, + 2x; — X; А 5 К 
р(х. |) рт) وان 0,1 = 00026 يقرش با تيع‎ 


Dis ثم احسب‎ 0132 a> 


الحل : 


2 1 
x, + 2x, — x. 
E(X, X, |X, = х,) = xx. ہے يكت‎ 3 
ا 02 وه > ول او و‎ 4(2x, +1) 


= —3x, + 1 
202 +1) st = 8:2 





2 2х, + 4х, — 1 12х,+7 


E(X, |X, = x,) = š = 
( 1] 2 х.) „5, Xi 4 (2x, + 1( 4(2х,+1) 
ولا‎ =0,1,2 
1 4x, — 2x, +3 4х, + 1 
E(X. |X, = = تر‎ 3 2 
(Xa | ولا‎ = х) 2, ° Ax +1) 4 (2x, +1) 
و‎ X; = 0,1,2 
5 بع3‎ + 1 12x, +7 4х, + 1 
132 2) و25‎ + 1) 4(2х, +1) 4(2х, +1) 
7 1 
16 (2x, + 1( 
: واضح ان‎ 
аз. = 1/16 : x =0 
= 1/144 : х, =1 
= 1/400 ; x, = 2 
كذلك فان‎ 
2 2x, + 4x, - 1 20x, +13 
Б(Х?ЇХ, = x.) = хаа Р 
(Xî |X» = х.) 2, 1: 4(2x, +1) 4(2x, +1) 
4х, ~ و25‎ + 3 4x, + 1 
2i% = = وک د‎ 3 m” 2 
۴) | = х,) „х9 4)2 + 1) 4(2х, + 1) 
(4х,+ 3) (4х, + 1) 
f. = ЕО |X, =x) [E(X, |X, شید = لیات‎ 3 
وان‎ 
š (4х, + 3)(4x + 1) 
سي په‎ EOG IX, = x) Ох, = х,у} = رت‎ 
2 
: 5 913.2 1 ;x, = 0,1,2 
بد‎ (4х, + 3)(4x, + 1) 3х, واو‎ 


و 9 


۱۹۹ 


























واضح ان 
Pisa = 1/3 ; x, =‏ 


مثال ( ۲۲ ) : اذا علمت ان1 > و > 5:0 <x,‏ 0 
جد لوط اي والتباین الشرطي الى بل 


چک ورو اون 


сй 
*2 
вх, = xa) = [| رے ےو رگ = پگ‎ 
° X; 2 Š 
E(X, |X =х,) = 1/8; x, = 1/4 واضح ان‎ 
= 174 yxy= 179 
= 3/8 : x, =3/4 
وان‎ 
دي ود‎ 2 
EHX = x) = | چ‎ = од > ر‎ 
о X; 3 
واضح ان‎ 
(ХІХ, =x) = 1/48 : x, = 4 
= 1/12; x, 2ے‎ 
= 3/16 : x, = 3/4 
فاذن‎ 
x2 X, А x : 0 -1 
V(X | ولا‎ = x,) = — - ( 3 ) سه ا ا‎ 599 
واضح ان‎ 


V(X, |X, =x,) = 1/192 ; x, ع‎ 4 
- 1/48 ; x, > 2 
=3/64 ;x 4ء‎ 


٧ 

















$ ۲ مس ٤‏ : الدالة المولدة لع وم — Moment generating function‏ 
التوزیع الشرزطی for conditional distribution‏ 
لیکن ,كا, × . متغیرین عشوائیین بدالة کتلة احتمالية شرطية مثل 
Р(Х, [X, =x)‏ ,او دالة كثافة احتمالية شرطية مثل (په = IX, |X,‏ 
وافرض ان ке t‏ عدد موجب بحیث ان ط < Ме — h > t‏ تعرف 
الدالة المولدة لعزوم التوزيع الشرّطي ( اذا كانت موجودة ) على النحو التالي . 


М, x, (0) = Е( eni | Xx, =x) 
= Yem. P(x, |X, =x,) لمتغیرات متقطعة‎ 


xi 
- ( و‎ f(x, | X, = х.) لمتغیرات مستمرة رك‎ 


لاحظ ان ۰ 21 (0 )ري My,‏ 

واذا كانت (و× = |X;‏ وه , ,)۳ تمثل دالة الکتلة الاحتمالية المشترکة 
BA‏ للمتغیرین XXa‏ علماً ان X = x,‏ وان ( و× یلا ]وی ر×)؟تمثل 
دالة الكثافة الاحتمالية المشترکة الشرطية للمتغیرین ولا , ,× علما ان ولاس وكا 
Kae‏ فان الدالة المولدة للعزوم المشترکة АР‏ هي : 


М, хик Chot) = E (еп +0252 | X, =x) 


= У У e122 P(x, ,x, |X, = x,) لمتغیرات متقطعة‎ 
1 2 07 
= | К © ین )و سو‎ | X, = x. )dx,dx, 
لاحظ هنا ان‎ 


М, يريو‎ (0,0) = 1, Mx رور‎ (1,0) = E(e21| X, = x,) 


8 Myx (t) Mya Oh) = یر ېرا‎ (f2) 


۹۸ 


ومن خلال هذا النوع من الدوال يمكن الحصول على عزوم التوزيع الشوطي. حول 
ДАБ‏ الاصل وفق نفس الاسلوب الموضح في الفقرتين (5- 2-۲ ١)و(؛ے١-‏ 


رو 


وهذا يعني ان العزم الشرطي ذو المرتبة + حول نقطة الاصل للمتفیر ,× علماً 
أن X, = x,‏ هو 


ФМ, یی‎ (t) 
= بس لق‎ = ғ irot 
dt | د لقا ولت‎ EO еса. 


وان العزم المشترك الشرٌطي ذو المرتبة (гат)‏ للمتفیرین Ош X,,X,‏ 


ان و× = X,‏ هو 
р 0 ۸ (lst‏ 
At |‏ = ړوس ,لايك باع 
2 1 


مثال (۲۲) : لمعطیات ٠١ ( JEN‏ ) يطلب ایجاد الدالة المولدة لعزوم المتغیر 
X,‏ علماً ان X, = x,‏ . 


الحل د يتضح من هذا المثال ان 


1 
f(x, | 5 =X) = سب‎ Sie a 
2 








1 7 
2 جح و [ = 0( لا 
2 0 


54 
> 
۳1 














پلاحظ للوهلة الاولى وعند التعویض عن ر؛ بالصفر نحصل على الشکل غير 
0 
المحدد )ون امر يخالف احدی اهم خصائص الدوال المولدة للعزوم . الا 
انه وباستخدام « قاعدة لوبيتل "Нора Еше‏ عندئذ قان 
d‏ 
enz — Í) Hk‏ )س 
2م 4152 
= سكف li slim‏ من اٹ im‏ 
ДЕ х 2‏ 
аг (ух, )‏ وي 1%2 هسو 


ويطلب من القاريء البیان 


x2 
x 
Мұ, (0) = وه‎ Mia | (0) = 22. 


' Stochastic independence الاستقلال التصادفي‎ : ٤ س‎ ٤ 


أن مفهوم الاستقلال التصادفی بین المتغيرات العشوائية ذو آهمية كبيرة في 
الكثير من التطبيقات الاحصائیة وخصوصاً عند استنتاج التوزيع الاحتمالي لمتغير 
عشوائي يعتمد على متغيرين أو اکثر . ان هذا المفهوم يقترن بمفهوم الاستقلال بين 
الحوادث لدی دراستنا لموضوع الاحتمالات حيث لاحظنا بأنه اذا كانت B; A‏ 
حادثتان وان ANB‏ تمثل حادثة تقاطعهما عندئذٍ يقال ان ۾ مستقلة عن 8 اذا كان 
P (A[1B)= ۶,)۸(.۶ (B)‏ . ووفق هذا المفهوم سيتم تعریف مفهوم الاستقلال 
التصادفي بين المتغيرات 


بفرض أن ,× ,یل متغيران عشوائيان بدالة كثافة احتما لية مشتركة 
(xX)‏ وان (,٭)۴,(ر×)۴ تمثل على ۳ الدالة الحدية الى 
ہی عندئد فان التوزيع СУ)‏ الى ,× علما أن Х,=х,‏ 
هو (ر× = ر×1 ,1)5. وان ¿f(x ухо) = f(x, |Х,= x,)-f(x,)‏ الان بفرض 
أن (یلاح ولا | f(x,‏ لاتعتمد على X,‏ عندئذ فان التوزیع gad‏ الى X‏ 


هو 


Yas 








ره ( f f(x x,)dx, = [| (x, [X, = x, F(x,‏ نا 


= (x, |X, = (یع‎ | xa Jd = f(x, |X, = x.) 


وهذا يعني ان fO) = х)‏ أن الفهوم اعلاه ینطبق على 
حالة المتغيرات المتقطعة بمجرد استبدال عملية التكامل بعملية الجمع .. يلاحظ مما 
تقدم ان التوزيع الشرطي الى X,‏ علما ان Xy = к,‏ سټقل » عن X,‏ وهذا معناہ 
ان X, = x.)‏ |( اتمثل الدالة الحدية الى йш, X,‏ فان دالة التوريع المشترك 
يمكن التعبير عنها من خلال حاصل ضرب الدالة الحدیة للمتفير ,ې في الدالة 
الحدية للمتغیر X,‏ . وفی هذه الحالة يقال ان المتغيرين ХХ,‏ «ستقلان تصادفيأ». 
وفيما يلي التعریف العام للاستقلال التصادفي بين المتغيرات العشوائية : 





رت بدالة كتلة احتمالية مشتركة 


افرض ان پل ولب متغيرات عثوا : 
(хх x.)‏ عندئذ يقال ان 


(Xp Xp о.к)‏ ۴ او كثافة احتمالية مشتركة 
هذه المتغيرا ات , مستقلة تصادفيا » اذا وفقط اذا امكن التعبير عن دالة التوزيعالمشترك 
لهذه التفیرات من خلال حاصل ضرب الدوال الحدیة لھا . اي ان : ۱ | 





3 
| Р(х.) = п P(x) اتغیرات متقطعة‎ 
їшї 
k 
Ü (X Xp... X.) = x f(x,) لف ات مَسْثَمِرة‎ 
1 i=1 


واذا لم يتحقق هذا الشوط عندئذ يقال أن المتغير ات , معتمدة تضادفیاء 
Stochastically dependent‏ ` 
مثال )٢٢(‏ : افرض ان 0 > xa) желби зар д у‏ تمثل 
والة الكذافة الاحتمالية المشتركة للمتغیرین Х.Х,‏ هل يمكن القول ان Х.Х,‏ 
مستقلان تصادفيا ؟ ; : 


ЖА 


. الحل : ان الدالة الحدية لکل من هذين التغیرین هي : 


1 


f(x) | واو‎ dx, =e jX, > 0 
0 


2 
f(x,) = 1 e Ca tz2) dx, = е2 یز‎ > Ü 
0 


فاڈن 


f(x,). f(x,) =e te ۶ = )7م‎ ۳ = f(x, x,) 


وهذا ر يعني ان X, ,X,‏ مستقلان تصادفياً . 


مثال к { ٥٥‏ ج ړا Xi‏ > لور + X,‏ = ری )اتمثٹل دالة الكثافة 
الاحثمالیة الشتر کة للمتغيرين Xa‏ وو . اختبر فیما اذا کان ,× Ја‏ تصادفیا 


عن ول 


الحل : 


1 1 
f(x,) = | (x, tx.) =x, + ہد > 0: سب‎ > 1 
Р 0 


وان 
1 | 7 
لج و > ارس + f(x) = | (x, +K) dX, = x,‏ 
ЖЫ . |‏ 0 + : 


1: 


-x 1 
fx). f(x) = 6 + +)(% + з) о) 


Чар.‏ يعني ان التغیران X,‏ ,× معتمدين تصادفیاً, 


ا 
٩٩ ( 0‏ ) : افرض ان ,3 1,2 = ور سي =) хь,‏ اف 
حتمالیة المشتركة للمتغيرين ХХ,‏ ختبر فیما اذا كان X,‏ مستقل تصادفياً 

. X, عن‎ 


А5) 








الحل : 


за ھا‎ ч} 


1 1 
Ра) Y د ریطخ ہچ‎ те 
«з= دی‎ 
Е فاذن‎ 
1 1 + 
Р(х, Р(х,)е — ے۔‎ = +ç = Р(х.) 


. وھذا يعني أن X,‏ عستقل تصادفياً عن X,‏ 


x 7 ۳‏ 
مثال ( ۲۷ ) : افرض ان 1,2 = ي2,3:5 ,1 = ہا يت په = Шы (хх)‏ 


ال الل ده T ١‏ إل IC‏ ا М‏ 
и‏ کت الشترکة للفتفیرین یا هل يمكن القول ان ,× 
مستقا J‏ 208 


الل : 





: بش‎ x, +x 2x, + 3 š 
P(x,)= «2 سس ہف ہے‎ ;x,.= 1,2,3 
1 Z, 21 21 ' 
اد‎ 
ون‎ 
- X, + x x, + 2 
Р(х,)= У و مت‎ Сс سے‎ х= 12 
„7 жез 
او‎ 
فاذن‎ . 


ы ) во)‏ ( :) ما ) مې« ېم 


s Z, КАЛТАГА‏ کے 
وھنا يعني أن Xp X,‏ معتمد ین تصادفیا . 


.ان الاستقلال التصادفي" بين المتغيرات العشوائية من حیث ران يقترن 
'يمفهوم الحوادث الستقلة النوه дш‏ في الفقرة (۱- ах‏ ). وفیما © Е‏ 
الثظریات التي تخص الاستقلال التصادفی ہین التفیرات العشوائية . علماً اننا سوف 
نورد البراهين لحالة التغيرات الستمرة وذات البرهان ینطبق على حالة المتغيرات 
التقطمة بمجرد استبدال عملية التكامل بعملية الجمع . : 

بفرض A‏ ویس بی ,ہلا متغیرات عشوائية « مستقلة » بدالة كثافة احتمالية 
مشترکة X)‏ و (кь‏ عندئذ ‹ 


1 17 


























مبرهنة ( ۱- ١‏ ) :اذا كانت F(x ×, s.s Ap)‏ تمثل الدالة التوزيعية آلشت & 
oig)‏ المتغيرات عندئذ فان 


F(x) 


= پد ( 


F (Xp х.х.) = 
£ 


البرهان : أن 


۳ (£p Xo حلپ لاب‎ P (X, بک‎ X, S Xpo X, < x,) 


21 х2 xk 
5 f (Hs ty ود‎ U, ) бо, доу... du, 
"o وب‎ -œ 


J: Е 3 ينا )۲( )؟‎ ) ... FOU, J du ...يقال‎ du, 


-® 


H 


1 


1 «2 xk 
| f(u,)du,. f f(t J duy. | f(u,)du, 


L { 
= Е(х,).Е(х,)..Е(х,) = z F(x) 
(=1 


, 7) =1 = e€ *4|;X,, X, > 0 مثال (۲۸): اذا علمت ان‎ 
عندئذ‎ X, (ر×)۴ وان ,× مستقل عن‎ = 1 - 2 
F(x) = F(x, ).F(x,) = (1 e7 )(1 =- e7) 
Е واضح ان‎ 
дЕ(х,х,) _ дЕ(х,) дЕ(х,) 


X =‏ و )1 
بتھ дх,‏ رھ 0X,‏ 3 ا 


(وعط+ )وا 2 e"‏ .* @ = 


Yg 








مبرهنة )< سب ): اذا کان 
X, <b,,...,a, > X, < b; )‏ > رهم رتا > P,(a, < X,‏ 


Fas‏ الاحتمال الشترك للحوادث ع,...,1,2= زرا > بھ, لا > ,× > {а‏ = رڅ 


۶ 


3 3 
يفام‎ ПА, П... ПА) = т P(A)= m ۶)8 >× <b) = js 
i=1 اس‎ 7 


آلبرهان : 
۰ هو وفع bi‏ 

PAN aN ...0۸,(- | f af رتا تن لپا دود رکا‎ бх, 
- 41 ak 


1 2 ör 

-f f 32 f (х). FOX)... FOX, )dx که رنه‎ 
رھ‎ 2 ° 
а. 


b1 ba bg 
-Í 1 (٢ f f(x.) dx, al f(x )dx, 
2 а 


& 
=P, (A) P, (Az). P (А) = т P (а < X, <) 
ist 


مثال (5؟ ): اذا علمت أن1 хха‏ >9 نویک = ( يكار ,نا ) ؟ تمثل دالة الكثافة 
الاحتمالیة المشتركةللمتغيرين X3‏ , ر26 . اختبر فیما اذا كان X,‏ مستقل تصادفي ا عن يلاثم 
پر (08 > X, > 05,03 > X,‏ > ۳,)0. 


الحل : 


1 
f(x) = | ارت‎ = 2х,;б<х,<1 
0 


0 j | 
f(x,)= J 4x,x,dx, = 2x, ;0 < x, > 1 
° 


Yeg 


A 


۱ 2 ۲ : فاذن‎ 
fu) i) = (2x,)(2x,) = 4x x, = f(x, يود‎ 


,25 يعني ان X,‏ مستقل تصادفیأً عن X,‏ . قافن 


р (0 < X, > 05,03 < X, > 08) = Р,(0 <X, <05).P,(03 > X, <08) 


Р سیم اه‎ Ж 
,م‎ )0 ×, > 05 = | 2x dx, = 025 


وان 
: 5 0-8 : 
P, (03 > X, > 08) =f 2x,dx, = 055‏ 

3 


3 
; . فاذن‎ 
P, )0 > X, > 05,03 > X, > 08) = ) 0:23 ()0:55( = 01375 ا‎ i 


مبرهنة (t - t)‏ لتكن کا ...,2, 1 Дә SADIE‏ بدلالة التغیرات 


العشوائیة کا سر ور ,36 . дае‏ 


E 


1 


k. 
g (x) = x Eg (x) 
i=1 


W y = 


8 


k 7 | 0 © 5 
Е 7 لعا‎ f | af وق.( تارق‎ (82) ... (ха) хохь) 
і=1 1 - - و و‎ 


3 © 


4х,.4х,_, را‎ 


= 


| 1 | ۳ “g زرد‎ Ba (Ra ) BaD OOD х). В). бх, .... ول‎ 


ї 


| CON | g (x, )f(X;)dX, 
- & | ۱ 
= Eg, (x, ). Вв, (32) ... Eg. (34) = ka Eg (Xx) 


о; : k k 
۾ طوعذا يعني ان‎ X, = w ЕХ, 


i=l i=1 


وبشكل خاص اذا کانت ,12 ع ام×=(×) ع فان 


COV (X, X,) = EXX, – EX, EX, = EX, EX, - EX, EX, = 0 
V(X, £ X) = V(K)+ VOG) فان‎ е; 
وحيث ان التباين الشترك في هذه الحالة مساو للصفر فذلك يعني ان مصفوفة‎ 


الارتباطات R‏ الشار الیها في الفقرة ٥ -۱  ٤(‏ ) سوف تأخذ شکل مصفوفة اخادية 
identity matrix‏ . أي إن 


1 0 0 0 
R = 1 0 0 
0 0 0 1 


عليه ینکن القول انه اذا كان ,× مستقل تصادفیاً عن X,‏ فذلك يني ن 
0 = زره . لکن المکس غير صحيح اي مانعنیه انه اذا كان 0 = ر“ فذلك لایعنی 
ان التغیرین مستقلان А‏ وانما هما متغیران غير فرتبطين uncorrelated‏ 
والثال الاتي يوضح حالة من هذا النوع , 


مثال (۲۰): افرض ان دالة الكتلة الاحتمالية الشترکة للمتغيرين Х,,Х,‏ 
موصوفة بالجدول الاتی : 


ند 


52 





ET ылу 
کے‎ a ss 
ےھ‎ 1 
ےج‎ Y ma = 

3 
“-в 2 


YA 























< 1 1 
EX Xo = (=1)6—2){ = ) + ox 2۱ ) رم‎ 


`x 


1 
+ оо (5) =0 


EX, о (а) о چ)‎ (ه١)‎ >) 
+a (6) 0 
فان‎ 
وه‎ = EX,X, - EX EX, = 0 лр,=0 
غير مرتبطین . لکن‎ ХХ, يعني أن‎ Mas 
1 
Pou == bx. = -2)= —— 
وان‎ 
6 3 
ور و وس‎ е .Р(х = و ڈرو‎ 
قافن‎ 
6 3 9 


مک e‏ 2 يړو е).‏ وھ 


# Р(х, = — х, = — 2) 
P(x, = —1).P(x, =1) = ы j = = 2. 
غو‎ Р(х = ок د‎ 1( = — 
Җа 


م ١‏ الاحصاء الرياضي 














عليه وبشكل عام فان 
P(x)‏ (2)ظ P(x,x,)#‏ 


وهذا یعنی ان .يا X,‏ معتمدان تصادفیاً ( غير مستقلين ) ۔ 


مبرهنة ( ٤‏ $( : اذا كانت M (tp taest)‏ تمثل الدالة المولدة لمزوم 
التوزیع الشترك للمتغیرات Xo Xy ... X,‏ عندئز 


3 
34 )٤ںایب (ہاب.‎ = 2 My(t,) 
البرهان : و‎ 
> با‎ К 
11 
M )٤ںاور (ہاب.‎ = Ee =E п eX 
isi 


وبفرض ان gO = ٢٥٥٥‏ وباستخدام البرهنة ( ؟- ؛ ) فذلك يعني ان ؛ 


k & 
M (totp slg) = ۶ Бе = я My (t) 
i=1 #=1 


نتیجة لمبرفنة )6-6( 

اذا كانت المتغيرات المستقلة ‏ , Х.Х...‏ تمتلك نفس التوزيع 
الاحتمالی المعرف بدالة كتلة احتمالية Р(х)‏ او Jb‏ كثافة احتمالية f(x)‏ 
الذي يمتلك Io‏ مولدة لعزومه حول نقطة الاصل مثل (۲) ۷ . عندئذ فان 
My(t),V, = 1,2,...k‏ = (8) 34 وان 


k 
1 (یاه...میای۱)‎ = z My (t)=[M,(t)]* 
f=1 


Jú,‏ ( ۴۱ ): افرض ان رو دوه e t‏ = ( ول روك نيك )1 ,0 < باه 
تمثل دالة الکثافة الاحتمالية المشتركة للمتفيرات Х,,Х,Х,‏ . جد الدالة 
المولدة لعزوم هذا التوزیع المشترك . 


e 


السحل : یسکن البيان أن هذه الستفیرات مستقلة تصادفياً وان 


Ф 1 ۰‏ 
لس = Маб)‏ ړیز واستناداً للنظرية ( ؛ ) فان 


3 
1 
= M, (t) = 
MU et Рай ath) (1-—t)(1-—t,)(1-—1,) 
تمثل قیاسات عينة عشوائية‎ xp Xp Xg مثال ( ۲۲ ) : افرض ان مل‎ 


مختارة من توزيع احتمالی بدالة SUS‏ احتمالیة 0 < × :ٴ٥‏ ع (×)؟ 
جد الدالة المولدة لعزوم Ү=Х,+Х,+Х,+Х,‏ 


الحل + حيث ان قياسات العینة العشوائية هي بحکم متغيرات عشوائية مستقلة 
تمتلك نفس التوزیع الاحتمالي فذلك يعني ان 


му) = My (t), V, = 1,2,3,4 
M, (t) = Be = | e.e” dx = (1 - لا(‎ 
0 
M,(t) = Бе? = جو + كان ور‎ Хз + 4) فاذن‎ 
Y 


4 4 4 

=E z i= n Бела я M,(t) 
i21 iat 1-1 

X 


4 
= n )1 (۳ =(1 (۰ 
=1 


مثال ۲۲۱ ) : افرض أن کی یما متغيرات عشوائية مستقلة تسلك 
وفق دالة توزيع مشترك معين . وان ١)٤ а)‏ تمثل الدالة المولدة 
لعزوم هذا التوزیع . برهن ان 


stg) = PM (tts sb) =‏ مبیایا) با 


М] = 


in My, (t) 


1 


للف 











الیرھان + حيث أن المتفيرات ‏ پک Xo Xp‏ مستقلة فذلك يعني ان 


ME (tus toot.) 


l 
Iar 


Mx (t) 
1 فاذن‎ 


k 
УО) = ln z My(t) 
ф=1 


ру ам, (4) 


۽ ه: متراجعة کوشی - شوارتز 
Cauchy - schwartz inequality‏ 
لیکن Хх,‏ متفیرین عثوالین پدالة کتلة احتمالیة مشترکه 


Р(х„х,)‏ او دالة BES‏ احتمالية مشترکة ( ول f(x,‏ وافرض ان عزوم 
التوزيع المشترك موجودة , عندئذ رو (EX,X,) < (EX2).‏ 
البرهان : لتکن 2Х,)‏ = )8 = (2 )8 دالة ذات قيمة حقیقیة ЧУ»‏ 2 
وهي دالة غیر سالیة طالما ان0 > X, - ZX,‏ ) لجميع کیم X, Ka Z‏ 
وهذا يعني ان قح 2 ОЎ, g(Z)=E(X, —ZX,‏ 

8(Z) = EXÎ + Z2EX; - 2ZEX X, 
واضح ان (2)ع تمثل شکلاً تربيعياً بدلالة 2 . وبايجاد المشتقة الاولی لدالة‎ 
: على‎ dan 2 نسبة الى‎ g(Z) 

g'(Z) = 2253 - 2EX,X, 

وبجعل 0 = (2) '8 نحصل على 


EX,X, 


ZEX? - EX,X, =0 >Z = == 
2 





۹٦ 





وحیث ان 0 < 2۳1 = (2 ) "8 فذلك يعني ان (8)2 


5 5 ЕХ,Х, i 
: عليه فان‎ Z = ۳ “е 
⁄ EX,X, ۱ 
Ё ( z = ЕХ? ) 
EX,X, ү EX,X 
Ex + Í к 5 -2( اش‎ > ۵ 
اي أن‎ 
(ЕХ )(БХ)— (ЕХ,Х, (۶ > 0 ү 
فاذن‎ 


(EX,X,) < (ЕХ? )(ЕХ2) 
فذلك يعني ان‎ X, عن‎ ss مستقل‎ X, واذا كان‎ 


(EX, (EX, < (EX1)(EX2) 


تمتلك б\р‏ صفری 


Min و‎ )2( 


مثال ( ٤٢‏ ) : لمعطيات المثال ( ۷ ) تحقق من متراجحة کوشي - شوارتز. 


الحل : واضح من معطيات هذا المثال ان 
72 





کي = رود بط = м ‚ EX?‏ = 
ре‏ ۶ 72 
1175101 = )+( : 
وان 
14:734693 ) 24 () وو ( 
فاذن نستنتج ان 


< (ЕХ? )(ЕХ2) 


ЕХ? 


(ЕХ,Х,)? 


(EX). (ЕХ?) = 


(ЕХ,Х, ٹر‎ 


тү 

















. تحقق من متراجحة کوشی - شوارتز‎ (A) لمعطيات ادصال‎ : ) ٥٥ ( Оба 
: الحل : واضح من معطیات هذا المثال ان‎ 


1 
EX} = ЕХ = y EXX% = 3 
۱ , عليه فان‎ 
(ЕХ,Х,) = و‎ пиц 
وان‎ 
5 5 25 
2 21 بر‎ ۰ = ۰ 
(ЕХ БА) = 12 57 = рд = 01736111 
о Ба 
(ЕХ,Х,) < (EXI1)(EX;) تت ل‎ 


АЗ 











( تمارین الفصل الرابع ) 


2 
۱, لتكن 1,2,3 = 1,2,5 ,0 = و ыле.‏ (ی×یھ)2 تمثل 


الدالة الاحتمالية المشتركة للمتغیرین ې . يطلب اجراء مايلي : 

1 . ٤ جد قيمة الثابت‎ _ i 

ب مخطط الدالة ( ياك ) P‏ | 
= جد P. (X, > LX, =3),Р(Х,=1,Х,<2)‏ | 
د جد الدالة الحدية لکل من X,‏ وکا 1 
ه ‏ جد معامل الارتباط البسيط بین Х.Х,‏ 

و - التوزيع الشرطي الى ,× علماً ان یکو یا 

ز - الوسط الشوطي والتباين الشزطي الى X,‏ علما ان 2 = ولا 


ح — تحقق من متراجحة کوشی - شوارتز . 





۲-6 افرض ان دالة الكتلة الاحتمالية المشتركة للمتفيرين ХХ,‏ موصوفة 


: بالاتی‎ 
(Xox) ط)‎ -1( (60) (1,1) (2-1) (20) (21) 
Р(хх,): P 37 4P 3P 2P P 
مایلی.:‎ АЕТ 


1 جد قيمة P‏ ثم ارسم مخطط الدالة УР (хх)‏ 
بے جد (0 > Р(Х, 20), P(X, = 1,X,‏ 
ده لیس سال اط البسیط ہین X,,X,‏ 
x, S <‏ علماً ان ,× = X,‏ 

- الوسط الشرطي والتباين الشزطي الى x,‏ علما ان 


وس تحقق من متراجحة کوشی - شوارتز 


AAYE‏ أن atimti‏ = ( و ريك ني ) 8 ,0,1,2 ع بو 
x, = 1,2,x, = 1,2,3‏ تمتل دالة الكتلة الاحتمالیة المشتركة للمتغیرات 
Xp Xa X‏ جد مايلي : 


۹۵ 








| 
پا - 
= مد 


کو 


و 


-) 


= 
~ -b 


کو کے 


: ۵ 4 


۹ 


قيمة الثابت c‏ 


.P.(X, < 2X, =3,X, =2),P,(X, = LX, < 2,X, =2) 
P(x, x );i<j ,P(x),i= 1,2,3 


مصفوفة التباین والتباين المشترك لهذه المتفیرات: وكذلك مصفوفة معاملأی 
الارتباط البسيط . 


‚„Р(х,|җ,х,) , Р(х, хх) > Р(х, (ولامول|‎ 
‚Р(х„х,]х,) , Р(х,х,|х,) ہے‎ Р(х,,х, | х;) 
E(X, |XX) > E(X, | Xp ولا‎ ( ۳ E(X, | مرت‎ Xa) 
E(X2|x,x,) , 2) (و لا‎ > Ê (XÎ | ید‎ xs) 
. 8 ) وی‎ |х), 8:) وکا‎ |x) o Е(Х,Х, |33) 
+ 23.1 > 9۱۵2 бүз 
© Praa دد۶3 د‎ 43 


:لتکن 1 > ولا وی > 0: ولا + ох у) =X‏ الوسط والتباین 


الشرطي الى X,‏ علما ان X, = x,‏ جد قيمة الوسط والباین ‏ = оу‏ 
2 1 
اذا علمت ان 1< ہد > <x,‏ 0 ز دوه = бхрх) > © Aaa)‏ 


جد مايلي ' 


Тыр‏ ہیا 
ب دالة التوزیع المشترك الى .X,,X,‏ 

ج - دالة التوزیع “РУУ‏ الى ۶ ы‏ ان ولا = را 

د )06 = U8), P, (025 > X < O5 |X,‏ < پلا ,06 > .P (X,‏ 
ه ‏ الدالة التوزيعية المشتركة الى Х,,Х,‏ ثم اجسب (5)02,0:3. 
و - الوسط والتباین الشرطي الى Xi‏ علماً ان 07 = ولا 

ز - معامل الارتباط البسيط ہین .X,,X,‏ 

ح - الدالة المولدة لعزوم التوزيع الشوطي الى X,‏ علما ان X, = x,‏ 


«افرض ان Е(к), (к)‏ تمثلان على التوالي دالة الكثافة الاحتمالية 


والدالة التوزيعية للمتغير العشوائي × . وافرض ان التوزيع الفرظی الى × 
علما ان وه > , حیث No‏ ثابت حقيقي هو 
x > Xo‏ : ((و<) ظ - 1)/()] = ٢)۶ < xg)‏ تحقق من کون ان 





هذا التوزیع الشرطي يتمتع بخصائص دول الكثافة الاحتمالية . واذا كانت 
0 < ×,* هح (2)2 جد مايلي : 
أ- التوزیع الشزطي الى × علما ان 2 < × مع رسم مخطط هذه الدالة . 
پات )2> Р(Х > 5 | < 2( , P (X>3|X‏ 
> الوسط والتباین الشرطی الى × علماً ان Ж?‏ 
د الدالة التوزيعية الى ٭علساً ان 2 < 3 ثم جد قيمة هذه الدالة عندما 
4 = × مع رسم مخطط هذه الدالة . 
ھ - الدالة المولدة لعزوم التوزیع الشرْطي الذي حصلت عليه في (أ) ثم جد 
X < 2(‏ 163 ) ظ. 


٠‏ ۷ء افرض ان f(x)‏ -مثل دالة الكثافة الاحتمالية الى × وان ,92,8 یمثلان 
الوسط والتباین لهذا المتغیر . لیکن bX‏ # # سلاحیث ان 0 غو :8 ثابتان 
حقیقیان . جد 
أ قيمة 2:9 بحيث ان 0 = ,1 = 92 
بال قيمة Pay‏ 


‚аз йу, FO) ج‎ 


۸-4 لٹکن f(x,y)=c(6—x-y);0<x<2,2<y<4‏ تمثل دالة 
الكثافة الاحتمالية المشتركة للمتغيرين 36,۷ . يطلب اجراء مايلي . 
أ E(Y|X ех), С Lj‏ رہ 
ب ‏ تحقق من أن EY = ЕГЕР Sx)]‏ 
= ے معامل الارتباط а‏ ہیں مده 
د الدالة التوزيعية المشتركة ثم جد قيمة (1,3) ۴ 
ات .P(Y>3|X= 1) , F.(KX>1,Y<3)‏ 
او تحقق من متراجحة كوشي - شوارتز . 
٤‏ ۹ء افرض ان Х.Х,‏ متغیران عشوائيان بدالة كثافة احتمالية مشتركة 
бох)‏ وان یی Jo h(V)=E[(X,-#,)-V(X,‏ 
بدلالة ۰۷ 
أ جد قيمة ۷ التي تجعل (8)۷ اقل مايمكن . 
ب استناداً J‏ قيمة ۷ المستخرجة في (Ї)‏ استخدم متراجحة كوشي - 
شوارتز لبیان ان 51 SP,‏ 1-. | 


у 








۰-۶ افرض آن (یا,ںا) ۷ ھا = (یا,ہا) ۷ حیث (یاء با) 2 
تمثل الدالة المولدة لعزوم التوزيع المشترك الى Х.Х.‏ برهن ان 


CICHA ] Dex, Vt) | 5 
д, وود وه 08 : )دي سي‎ 0 А 


02 (tt ) | = 4015 
2.2, Сы 


کد لتکن 1 > يلابي > Ja 10 ожо) = 12٨و (1 —x,);0‏ 
یمکن القول ان X,‏ مستقل تصادفیاً عن ٢ X,‏ ان کان الجواب بالنفي 


احسب قيمة ۶12 ۰ 


Lk ۷ تمثل الدالة المولدة لعزوم التوزيع الشرطي الى‎ Му (0) لتکن‎ ۱۲ ٤ 
فان‎ Y ان × = ٭ برهن : اذا كان × مستقل تصادفیا عن‎ 
Мух ))( = M, (t) 

»> ۱۳ افرض ان ۷ X,‏ متغیران عشوائيان بدالة كثافة احتمالية مشتركة. 


2 я 
(х,у) = هلو‎ 5-(х+у),0 <х,у<1 


أ- هل يمكن القول ان × مستقل تصادفیاً عن Y‏ ام انهما غير مرتبطین ٩‏ 

ب جد التوزيع الحدي لكل من X‏ ۰۷۰ 

ج ‏ جد التوزيع الشزطی الى × علماً ان و ۷. ثم جد الوسط والتباين 
الى پر علمأ ان 0.8 سو 


-٤‏ ۱ افرض أن X,Y‏ متغیران عشوائیان. یتوزعان وفق دالة توزیع مشترك 


وان а,Ь‏ ثابتان حقیقیان . اشتق صيغة الى bY)‏ + 2) ۷۵۶ بدلالة 
به ثم ین ان 
تر Yar (aX + bY) = (ao, + bg,‏ عندما 1 < |(۱. 


1 ИЕТ й z сы Ка 
f(x) 20 > × لیکن ٭ متغير عشوائي بدالة كثافة احتمالیة پروے‎ . ٠6 ۽‎ 
هل يمكن القول ان ۵,۷ مستقلان‎ V=cosx,u = sinx افرض ان‎ 


ç تصادفيا‎ 


3 


TA 








٤‏ - ٦١ء‏ افرض أن ۷¥ , × متغیران عشوائیان مستقلان وان یب یمثلان 
الوسط والتباین الى × وان o, p,‏ الوسط والتباین الى ۷ . هل يمكن 
القول Yol‏ + يب 2مستقل تصادفیاً عن« ү = X‏ ان كان الجواب 
بالنفي اشتق صیغة لعامل الارتباط Zos‏ , ۷ 


4 ۷: افرض ان X‏ متفیر عشوائي بدالة كثافة احتمالیة1 > x‏ > 0: اس( *)1. 

لیکن =соз2ях , 2 = віп 2ях‏ ۷ . برهن أن 

سر ہو رہ وت 
تقل تصاد 


کے ۱۱۸ لتکن تت > f(y (2۸26 2:0 <x, <x,‏ تمثل Jb‏ 
الکثافة الاحتمالیة المشتركة للمتغيرين ХХ,‏ . جد الدالة المولدة لعزوم 
هنا التوزیع المشترك ومن خلال هذه الدالة جد : 
_ الوسط والتباین لكل متفیر . 
ب - معامل الارتباط البسیط بینهما . 
چا (ظااوم Meg, e, (t), Ma‏ 
على ضوء استنتاجك في ( ج ) جد الوسط والتباين الشرطی الى X,‏ علما ان 
x,‏ = ولا وكذلك الى X,‏ علماً أن رد کا 


٤‏ ۱۹ افرض ان ×, ¥ متفیران عشوائيان مستقلان . تحقق من صحة کل ممايلي 


X EX X 2 Var( X) { 
e) (= EY )۲ئ۷ ( )م‎ - 
Var(X — ¥} = ۷۵۶ )2( - ۷ ) ۷ ( 


y Var(X + Y) = / Var(X) + y Var( Y) سے‎ 


۹۹ 





= 


ч. 


۰ افرض ان X, o Xz ... , X,‏ متغيرات عشوائية مستقلة يعنيث ان 


Var О) = e° EX, =й Чүш 1,2,...,Ё‏ وافرض ان 
К 0‏ % 
Y= у, aX,‏ 1ے ں8 2 


i=1 i=1 


جد الوسط والتباين ا ی ۷ 








لتوزیعات المتقطعة x‏ 
لمتقطعة النظریة | 





чүү 


الفصل الخامس 
التوزيعات المتقطعة النظرية 


لقد ترکز اهتمامنا في الفصول السابقة على دراسة التوزيعات الاحتمالية بشكل 
عام کنماذج رياضية احتمالية . من حيث خصائصها والامور ذات العلاقة بالتوزيع 
( كدوال توليد العزوم . المتوسط . التباين . ... الخ ) في هذا الفصل سوف نركز 
اھتمامنا على دراسة بعض عوائل التوزيعات التقطعة المعلمية١»‏ ) فقط ذات الاهمية 
التطبيقية في النظرية الاحصائية وذلك من خلال استعراض دالة الكتلة الاحتمالية 
للتوزیع مع عرض لاهم خصائصه . 


٥ے :١‏ التوزیع المنتظم المتقطع 
Discrete uniform distribution‏ 
يعد هذا التوزيع ابسط التؤزيعات النظرية المتقطعة . ويستخدم هذا التوزيع 
وبشكل غير مباشر في تلك التجارب التي تتصف نتائجها بكونها ذات نفس الفرصة 
في الوقوع ( كعملية سحب عينة عشوائية بسيطة من مجتمع ) . ويعرف هذا التوزيع 
على النحو الاتي . يقال ان المتغير العشوائی X‏ يتوزع وفق دالة التوزیع المنتظم 
المتقطع اذا كانت دالة الكتلة الاحتمالية لهذا المتغیر تأخذ الشكل التالي : 
1 


Р{х)=Р(х;М) = و‎ 1,2,.. N 


= 0 other wise 


حیث N‏ عدد موجب صحیح تمثل معلمة التوزيع . فاذا كانت 6 = N‏ فدلك يعني 
تحدید احد افراد عائلة التوزیع المنتظم المتقطع المشخص بقيمة 6 = له وعندئد 


Рүх;б) = ik = 126 





ла (ж)‏ بالتوزیع المعلمی بأنه ذلك التوزيع الاحتمالي الذي تتضمن دالته ثوابت معينة تسمى معالم 
Parameters‏ التوزيع والتی من شانها تحديد احد افراد تلك ШЫЙ‏ من خلال تخصیص قيمة عددية 
ДЫ‏ المعلمة از المغالم . علماً ان عنالك توزیعات لاتتضمن ثوابت من هنا النوع تسمی توزیمات 
لامعلمية . 


yry 


أن تسمية هدا التوزيع بتوزيع منتظم متقطع ناجمة عن كون قيمة الكتلة الاحتمالية 
المقترنة باي عنصر من عناصر فضاء العينة للمتغير × ثابتة ومساوية لى_لوكان 
عناصر فضاء المتفیر X‏ هي حوادث ذات نفس الفرصة à‏ الوقوع кы‏ 
likely events‏ وکما هو موضح في الشکل .)۱-٥(‏ 


р(х) 





الشكل ( i )١ ١‏ مخطط لدالة توزيع مننظم متقطع . 
سس ےجس سس لض 
وللسهولة فانثا سوف > للمتفیر العشوائي الذي يتوزع وفق دالة هذا التوزيع 
پالشکل X < Du ( N)‏ و می ال العشوائي × يتوزع "سم" کتوزیع 


منتظم متقطع "Ои"‏ بال N‏ . 
ان مجموع الکتل الاحتمالية اش بعناصر 7 کت یجب ان یکون 
مساويا للواعد الامر الذي سمح Ш‏ اطلاق تسمية دالة كتلة احتمالية على هذا 


التوزیم وذلك واضح من خلال الآتر 


тч 











Distribution function :الدالة التوزيعية‎ ١-1١ وس‎ 


سبق وان عرفدا الدالة التوزيعية لمتغير عشوائی × بانها قيمة الاحتمال المترأكم 
لغاية قيمة معطاة للمتغیر ‏ مثل * . وهذا يعني أن : 


ود ما ۳ 
Р‏ > = رن )© > Күх)=Р{Х<х)=‏ 


1 


A. М 


N 


и=1 
1 ویتضح من هذه الدالة ان‎ 


F(0)=0 , F(N)= 1 


م ١ے‏ الوسط والتباين لقیم× Mean and variance of X.‏ 
ان الوسط لقيم X‏ في هذا التوزيع هو 


N 1 1 N 
H, = EX = X.— = — x 
> N N 2. 


N 
8) + 1( کے بمثل مجموع سلسلة اعداد طبيعية وقيمة هذا المجموع هي‎ 8 
فاذن‎ 
1 ۷) + 1 N + 1 


2 2 ۰ ۲ د د 





كذلك فان تباین قيم X‏ في هنا التوزیع هو : 


5 یی‎ АМ N+ ۶ 
V(X)= EX (EX = کے‎ У х 5 


х 


لکن y x‏ يمثل مجموع مربعات اعداد طبيعية وقيمة هذا المجموع هي : 
بر 


МОМ + 1)(2N + 1)‏ فاذن 
6 


۵ 
ë‏ رو الاحصاء الرياشي 








V(X) = 


1 ٤) + ۱()2۵ +1) ۱ +1 YY ۶-1 
N 2 = слу 





ویتضح من الصيغة الاخيرة ان ؛ 


V(X) > u, 055 < 7 
> р, 10۲ ۲ <7 


. الدالة المولدة للعزوم حول نقطة الاصل‎ : ۴ ١-٥ 
) حول نقطة الاصل ( اذا كانت موجودة‎ X حسب تعريف الدالة المولدة لعزوم‎ 
: فان هذا التوزيع يمتلك دالة مولدة لعزومة وهي‎ 


1 ۷ 
Y 2۳, 2 = e 


N اید‎ 


1 N 
My(t) = Ве = رز بج‎ е" = 


р سر‎ 


кыз 
N 


+Z+..+ZN- 1)‏ ران رو + ...+22 + 2) 


لکن المجموع داخل القوس الاخير يمثل حدود متوالیة هندسية نهائية اساسها مساو 
الى 2 وان مجموع حدودها هو : 


اچ - 1 ۷ 
عليه فان -Z‏ = 2 


٦ 








)1— سی 


M, )1( = Nei 


0 < ار 
و بنفس الاسلوب الموضح اعلاه يمكن البيان ان الدالة المميزة لهذا التوزيع ھی : 


)1 - تاو اي 
)1 — )ير = (1) 4 


٥ئ‏ ١س ٤‏ : امثلة 


مثال )١(‏ : افرض أن Du(8)‏ نہ × عندئز 


Е(х) = 1 }к 128 


-1 63 
کت‎ =45,V(X)= —— = — 


ЕХ = 17 12 





Р(Х <4) = F(4) = 0۶.1)» >3)= ۱-۳06 سم‎ 


مثال (؟ ): اذا علمت ان Du (N)‏ نہ × جد الوسط والتباین الى a + bX‏ 
حيث о‏ ,ه ثابتان حقیقیان 


: الجل‎ 
= а + БЕХ 


لکن 1 + 





1 


b(N +I) 
= а + سے می‎ 


Ү = 


БҮ 


ЕХ 


EY 


TY 








كذلك فان 


فاذن 


١ ٥ 


V(Y)= 02۷ (X) 


N? - 1 
۷ )××( = — 
(Х) 75 


уо) HON 1) 





تمارین عن التوزیع أ لمنتظم المتقطع 


, افرض ان (7) 10 ~ X‏ جد مايلي : 


є 


اأ - الوسط والتباین لقیم × 
ب o) , P.(X>n)‏ + يم < <S X‏ ,0 - ملاظ 
ج ۔الوسط والتباين الى 33 + 2 = ۷ 


_٥‏ ۲ افرض ان Du (N)‏ < لاجد اقرب عدد صحيح الى N‏ بحیث ان" 


` 


بوعرم د زیڈ 


ро `‏ ليک Du(N)‏ نہ × وتطلب الامر اجراء بتر في هذا التوزيع من خلال 


حذف القيم .1,2,۰ = N,x‏ > ۷جد دالة الكتلة الاحتمالية للمتفیر K‏ 
بعد اجراء عملية البتر ثم حدد اسم التوزیع الذي ستحصل عليه . ماهي قيمة 
الوسط والتباین لهذا التوزیع . 


۽ اذا كان (N)‏ ولا × وان (4) ,20 تمثل الدالة المولدة لعزوم К‏ جد 


TYA 


الدالة المولدة التراكمية (0)یک ثم بين أن = )0( وان 
2 = (0) 16۲ . جد М, (Int)‏ 





Bernoulli distribution توزیع برئولي‎ : ٢۲ د‎ 
(Bernoulli trials) ) معاولات برئولي‎ у 


تأمل تجربة فحص بطارية جافة واحدة ( 2 واحدة ) لبيان مدى مطابقتها 
للمواصفات المحددة من قبل الجهة المنتجة . واضح ان نتيجة الفحص هي ١‏ 
« البطارية مطابقة للمواصفات » او « البطارية رت مطابقة للمواصفات » . 0 
فرض ان X‏ يشير الى مطابقة البطارية للمواصفات المحد دة فذلك يعني н‏ نجاح 
المحاولة » . لیکن P‏ يمثل احتمال تجاح المحاولة فان ۴ —1 = 8 سوف Ea‏ 
احتمال فشلها . 


عليه sys‏ ھت یسر اسر мй‏ 
المحاولة و (1) عند نجاحها . ووفق هذا التصور يقال ان „кый‏ العشوائي X‏ يتوزع 
وفق دالة توزیع برنولي اذا كانت الكتلة الاحتمالية المقترنة بالعنصر × ھی : 


Р(х) = Р(х,р) = P*(1 — P) >5 ;x=0,1 
= 0 otherwise 


حيث Р‏ تمثل معلمة هذا التوزيع بحيث ان1 > ۴ > 0. وبالرموز فان 
Ber ( Р)‏ نہ х=‏ . والشکل ( 9( يوضع دالة الكتلة الاحتمالية لهذا التوزیع ۔ 


179 پتضح Gs‏ تقدم ان حاصل جمع الكتلة الا حتمالیة > k‏ بالعنصر (0) 
مع الكتلة الاحتمالیة المقترنة بالعنصر (1) مساو للواحد . اي ان 


Р(х=0)+Р(х=1)=(1-Р)+Р=1 


کذلك يلاحظ عندما q‏ = فان التوزیع في هذه الحالة یمثل توزیعاً منتظماً 
А 8 Е 1 2 7 {‏ 
متقطعاً معرفا بالدالة 0,1 = یوز سپ = Р(х)‏ الدالة التوزيعية ۔لتوزیع برنولي 
و ببساطة هي : 


F(x) =q ;x > 8 
=1 ;x< 1 


хч 


ہس 


پا جج 
Р(х) Р(х) Р(х)‏ 
р a ۹‏ 
q p‏ 
x x 2‏ 
1 0 1 0 1 0 
p > ٩ p= ۹ ۲ > ۹‏ 


الشکل (۰- ۲ ) ؛ توضیح لدالة توزیع برنولي . 


. الوسط والتباین لتوزیع برنولي‎ :١ ٢ - ٥ 
: في توزیع برنولي هو‎ X أن الوسط للمتغیر‎ 


Y хР(х)= Ў خر‎ )1 — (۶ 


х 


EX‏ = يم 


1 


)0()1 - Р) + س(1()8)‎ P 


وهذا يعني ان الوط لهذا التوزیع هو احتمال نجاح الحاولة . اما تباین X‏ فهو 
У(Х) = EX? - (EXP‏ 

لګن- . 

EX? = J х?.Р(1—Р)! 75 =(0)(1-Р)+(1)}#.Р=р 

V(X) = P Р? = Pq فاذن‎ 


اي ان تباين X‏ يمثل احتمال نجاح المحاولة مضروب باحتمال فشلها. 
ويلاحظ ان ٩‏ . ,نر = У(Х)‏ وحيث ان1 > 4 > 0 فان <р.‏ (×)۷ ۰ 


чч. 





. الدالة المولدة لعزوم توزيع برنولی‎ : ۲-۲ ٥ 
: أن دالة تولید عزوم توزیع برنولي حول نقطة الاصل هي‎ 
ہلا‎ Ke PO- pi 
= (1 — P) + Pet = q + Ре 


وبلاحظ من هذه الدالة ان 
My(0) = ۷ )0( =... = MP (0) =P‏ 
اي ان سرت 
EX =P Vr=1,2,...‏ 
كذلك ووفق؛ نفس الاسلوب اعلاه يمكن ملاحظة ان الدالة المميزة هي : 
Pe“‏ + و = ¢(t)‏ 


v хо‏ أمثلة 


Fas. X م‎ Ber )06( افرض ان‎ : (J Ja 


Р(х;06) =(06)°.(@4)!—*;х = 0,1 
EX = P = 06, V (X) = Pq = (06)(04) = 024 


مثال-(؟ ) : اذا علمت ان.. Ber(P)‏ نہ X‏ : ماو التوزیع الاحتمالی للمتغير 
Y=1-X‏ 


الحل : 


1و ےی ×-نرھ۔ 1) ۳۶ = Р(х)‏ 
الان اذا کان 0 = × فان 1 = و واذا كان 1 = × فان 0 = لا وان 1-۷ = ٭ 
عليه فان | 
P(y=1-x)= 2-7 ))- Py‏ 
الور ٹر = 1). 9 = 
Mas‏ يعني ان (4) 86۲ ~ × - 1= ۷. 
$ 


مثال ) < ( : اذا علمت ان (۴) 807 له . جد الوسط والتباین ای یتو + ۾ = ۷ , 
حيث أن a,b‏ ثابتان حقيقيان . 


: الحل‎ 
EY =a +bEX = a + bP ,EX = P 
V(Y)=b2V(X) = و928‎ , V (X) = Pq 

تمارین عن توزيع برنوله ‚ 
oo‏ .اف انر اب Хе‏ جد „ч‏ 3 
P(x) ТМ Х{,м, (t у‏ 
ا : جد الو سط و لتبا ین ра,‏ برنولي باكيم صيغة الدالة المولدة للعزوم 
i Г‏ = | 


- ۷ افرض ان Ра? 9. (1 - Pont‏ = ( رار P(x,‏ ,0,1= وار ول 
تمثل دالة الکتلة الاحتمالية الشترکة للمتغیرین ولا , ,× ۰ بين ان التوزيع 
الحدي للمتفیر X,‏ وكذلك للمتفیر X,‏ هو توزیع برنولي . 


جد التوزیع الشئطى للمتغیر X,‏ علما ان x,‏ = ر×. 
- ۸ اذا علمت آن, веб)‏ یہ × . جد الوسط والتبا یر ن للمتغي 4# - 2 = Y‏ 


— 


«чч 





Binomial distribution توزیع ثنائي الحدين‎ : шо 


يعتبر توزيع ثنائی الحدين احد التوزیعات المتقطعة ذات اھمیة تطبيقية كبيرة 
è‏ الحياة العملية وخصوصاً في موضوع الرقابة على جودة الانتاج وموضوع اختبارات 
النسب والنسب المئوية . ویعد العالم (W _ ot} ° James Bernoulli‏ 
مكتشف هذا التوزيع عام < وتم نشر انجازه هذا عام ۷۳ بعد وفاته بشمان 
سنوات . ویمکن اعتبار هذا التوزيع حالة اکثر عمومیة لتوزیع برنولی عندما یکون 
عدد المحاولات اکثر من محاولة واحدة . 

على سبیل المثال عند فحص 1 < n‏ بطارية جافة كعينة مختارة من احدی 
وجبات الانتاج فان نتیجة الفحص المختبري قد تبین عدم وجود بطارية معیبة او 
هناك بطارية واحدة معيبة او اثنتان وهکذا . وهنا يعني ان هنالك n‏ محاولة 
مستقلة ( المحاولة هنا تمثل عملية فحص بطارية واحدة کل مرة ) . ووفق هذا 
التصور يمكن اشتقاق دالة توزیع ثنائي الحدین وکما يلي : بفرض ان ظ يمثل 
احتمال نجاح الحاولة (احتمال الحصول على بطارية غير معيبة) وان هذا الاحتمال 
ثابت من محاولة لاخری . فان احتمال فشل المحاولة ( احتمال الحصول على 
بطارية معيبة ) هوم - 1 = ووان اختمال الفشل سیکون هو الاخر ثابت من 
محاولة لاخری بسبب فرض ثبات ص . واذا رمزنا للبطارية غير المعيبة 
( الجيدة ) بالرمز م وللبطارية المعيبة بالرمز 4 . واننا بصدد حساب احتمال ان 
x‏ من البطاریات غير معيبة ( اي ان # - 8 معيبة ) وان نتائج الفحص المختبري 
لهذه العينة كانت على سبيل المثال : 

6 ...8 ,8 , 4 ,ره ك ,رق , 4 5:8:8 


йл‏ فان احتمال الحصول على x‏ بطارية غير معيبة و (n - x)‏ بطاریة 
معيبة من بين n‏ بطارية ( محاولة مستقلة ) هو 


= (4,8,4,.... رو 4 ۹,4 8:4 رق 8 )به 
P,{E).P,(8).P,(8).P,(4).P,(g).P,(d)...P,(d4).P,(g).P,(d)‏ 


ای ان فى ابة محاولة کان P )4( =1- ۴ =۹, 8 (g)= PAA‏ فاذن 
P, (g,g,g,d,g,d,..,d,g,d)= P.P.P.q.P.q...q.P.q‏ 
حعې =P.P.P....P.q.q.q.....q = P.‏ 
جدود عددھا× п‏ حدود عددها × 
yer‏ 


وحيث АЙ‏ يمكن الحصول على × بطارية غير معيبة من بين n‏ بطارية, 
« > * من خلال :€ طريقة متاحة وان احتمال وقوع ایة طريقة منها هو 
Pr, qro‏ فذلك يعني ان احتمال الحصول على × بطارية غير معيبة من بين 
n‏ بطارية ايأ كان ترتيب نتائج الفحص هو (x) = САР". ۷-٩‏ ,«١ان‏ هذه 
الكتلة الاحتمالية المقترنة بالعنصر x‏ تسمى دالة توزيع ثنائی الحدين . وقد جاءعت 
تسمية التوزیع بتوزيع « ثنائی الحدين » بسبب اننا في كل محاولة نتخذ قرارأ ذا 
حدين ومن النوع « نجاح المحاولة » او « فشل المحأولة ». « جيد » او « غير 
جيد » : « مطابق او « غير مطابق » وغيرها من الالفاظ. الممائلة . واستناداً لما 
سبق يمكن تعريف توزيع ثنائی الحدين على النحو التالى » 'يقال ان المتغير 
العشوائي X‏ يتوزع وفق دالة توزيع ثنائي الحدين اذا كان دالة الكتلة الاحتمالية 
لهذا المتغير تأخذ الشکل التالی . 


Ci- و‎ 7*;х=0,1,2,...‚п 
سے‎ 0 ‚ other wise 


P(x)=P(x;n,P) 


حیث п,р‏ تمثلان معلمتی التوزيع بحيث أن n‏ عدد موجب ضحیح ( عدد 
المحاولات ) وان Р‏ تمثل احتمال نجاح المحاولة حيث 1 > ط > ۴,0 - 1= 4 


وللسهولة في الترمیز يقال أن X. b(n,P)‏ . ان تخصیص قيمة لکل من 
n,P‏ تعنی تحدید احد افراد عائلة توزیعات ثنائی الحدین . والشکل (۰- (v‏ 
يوضح مخطط دالة توزیع ثنائی الحدين . 


s 


et 





р(х) = CS )025(* .)0.73 5 > 
02 
01 
0 

0 1 2 3 4 5 6 

الشكل (۶- ۳ () . مخطط )6025( b‏ 

Р(х} 
04 


P(x) = 6٩ )07 ٣ --6ړو02).‎ 





0 1 2 3 4 5 6 


الشكل (ه ۳ ب ) ؛ مخطط ( 6,075 )8 
Р(х)‏ 


04 


Р(х) = )يی‎ ۳.) 





6 5 4 3 2 1 0 
الشکل (ه + ج  )‏ مخطط )605( 


Үә 


ويلاحظ من الشکل (۰- (r‏ مايلي : 

) اذا كانت4 > 8 فذلك يعني ان التوزيع ذو التواء موجب ( لاحظ الشكل أ‎ ١ 
) اذا کانت8 < ۶ ذلك يعني أن التوزيع ذو التواء سالب ( لاحظ الشكل ب‎ т 
) اذا كانت4 = فذلك يعني ان التوزيع متمائل ( لاحظ كل ج‎ „+ 


مع ملاحظة انه كلما كانت ۶ قريبة من الصفر ( عند ثبات قيمة 8 ) فذلك 
پعنی ان q‏ تکون Cu q‏ من الواحد وعذا :يسن زيادة شدة الالتواء الوب 
حين كلما كانت P‏ قريية من الواحد ( عند ثبات قيمة n‏ ) فذلك يعني ان ۹ 
تكون قريبة من الصفر وهذا يعني زيادة شدة الالتواء السالب . وكلما كانت ۶ 
قريبة من q‏ وکلاهما يقترب من 05 فذلك يعني الاقتراب من حالة التماثل . 
ويمكن بيان أن مجموع الکتل الاحتمالیة المقترنة „Аш‏ فضاء العينة للمتغير»: 
مساو للواحد وكالاتي : 


n s ak 
Y Р(х;п,Р)= که مارا‎ 
20 


х=0 = 


ولاي عددين مثل a,b‏ فان نظرية ثنائي الحدین Binomialtheorem‏ تنص 


0 д \ 
(a + ву У Cat. ہما پلي : ۶ا‎ 
к<о 


وبفرض ان ۲ = q,a‏ = حا عندئز 
= ")4 + ۳) 


1 
m 3 


Cup qa 


k=0 


0 


لکن 1 q=‏ + طفاذن1 = "رو + ۶)طالما ان n‏ عدد معرف . وهذا يعني ان 


: 
Y ۳ СЕ =1 
x=0 


ان هذا الاثبات الى جانب کون دالة هذا التوزيع غير سالبة ووحيدة القيمة يدعونا 
للقول بانها دالة کتلة احتمالية . 


чүч 


هس ۱: الدالة التوزيعية 
أن دالة التراكم الاحتمالي لتوزيع ثنائی الحدین هي : 


F(x)= P (X > ×( = È apq 
k=0 

وهذه الصيغة تبين قيمة الاحتمال المتراكم حتى قيمة معينة من قيم X‏ هي *. 
ويلاحظ وجود صعوبة في التعامل مع هذه ЖЫЙ‏ تطبيقياً des‏ الاخص عندما تكون 
قيمة « كبيرة فمثلاً لو کان(50,08) کہ × وتطلب الامر حساب ( 25 )۴ فذلك يعني 
أنه يتوجب حساب P (x) Lš‏ عند قيم 0,1,2,....25 > × ومن ثم اجراء 
عملية جمع هذه ات أي ان ذلك يتطلب التعويض E‏ وعشرون 
مرة وبعد ذلك یتم حساب قيمة(25) F‏ كحاصل جمع لنتائج التعويض . akde‏ 
حال يمكن القضاء على هده المعو نة ن خلال ы‏ برنامج على حاسب الکتروني 
بلغة بيسك أو فورتران من شأنه حساب التراكم الاحتمالي لأية قيمة للمعلمة n‏ . 
وهنالك جداول خاصة بهذا التوزيع تبين الاحتمال المتراکم لفاية قيمة من قيم 
المتغير × وعند قيم مختلفة لكل من pn‏ . هذه الجداول استند في حسابها على 
ما یسمین ءات « تكامل بيتا الناقض Incomplete beta integral‏ والذي سيتم 
عرض شکل آخر له یسمی « تکامل بیتا الکامل أو تکامل uo‏ وذلك في الفقرة 
(e сл)‏ ومن خلال هذا الشکل ميتم تعریف تکامل بیتا الناقص المعطی هنا 

بالصيغة التالية , 


a 
09-09 f سرون‎ (1 — tdt 
0 
والمطلوب بیانه ان‎ 
Е(х)= £ QGP 9% = 1, 
к=0 
الان نعود لتكامل بیتا الناقص وباجراء التكامل ل بطر یقة التجزئة من خلال الفرض‎ 
از‎ 
е) 


u = (1—1), dv = "> جو‎ 


yey 





du یرس‎ )1- ۴۰۰,۰) dt), V= فاذن نت‎ 





2 کا ñ‏ 
وهنا يعني ان 


عد و 4 

0757161 х ۰ھ‎ x ые 7 

|. ( а سح‎ + E te .(1 - ۱۳-1 dt 

٩ فاذن‎ 

1, "r." +x: f ۳)1 t) idt 
0 


=P(x,np)+L_, 


ولو عدنا مرة اخری لاجراء التكامل بطريقة التجزئة لحل یل بنفس 
الاسلوب الموضح في المرة الاولى لحصلنا على 
مآ + =р(х-1}п, р)‏ روا 
فاذن 2 
ї = р(х;п,р)+р(х—-1;пв,р)+1,_,‏ 


x 


واذا استمر الحال اجراء التکامل بطريقة التجزئة فاننا سوف نحصل على 
I = р(х,п,р}+р({(х—1;п,р)+..+р(1,л,р)+р(0уп,р)‏ 


У p(x,n,p)= > р"'.9"7* = F(x) 


k=0 
X مثل‎ X بعنی أنه يمكن حساب الاحتمال المتراکم حتى قيمة معینة من قيم‎ A 
) بيتا الناقص . والجدول ( 1 ) الموضح في الملحق ( ب‎ ат 
3 п,р لية المقترنة بعناصر فضاء × عند قيم مختارة لکل من‎ я تو‎ 


هذا الجدول یعرض قيم (م ١,‏ ,×) ص والتي من خلالها يمكن اجراء عملية الجمع 
لغاية قيمة معطاة الى × مثل x‏ بهدف الحصول рх) Де‏ 


TA 








ويلاحظ ان هذا الجدول مصمم لقيم و" < p‏ واذا تطلب الامر حساب کتلة 
احتمالية لتوزيع ثنائی الحدین معرف ب 05< و فانه يمكن استخدام الخاصية 
التالیة التي توضح ان : 

р(п-х,п,9)‏ د (و ره و۲9 
KOR‏ لو كان المطلوب هو حساب (8:10,06)م وعذا الاحتمال غير معرف في 
الجدول )١(‏ ملحق ( ب ). الا أنه ممكن الحساب وفق مايلي : 

9 ے p(2;10,04)‏ = (8:10,06) 2 
ЧС‏ الوسط والتبا ین لتوزیم ثنائی الحدين : 


ان الوسط لقیم ‏ في توزيع ثنائی الحدين هو np‏ = يم وان تباین هذا التغير 
هو npq‏ = 92 


: البرهان‎ 
„= E Lap. 7 
و سیر‎ 
د سر‎ (n— 1)! ОРТА 
MZ )-1(۲/۵ ۰۲ ۹ 


الان بفرض ان 1 - ×= لا ,1  -‏ اھ бдр‏ 


E, 
E Сур." =np, ¥ < b(n',p) 
=0 


ЕХ? = x» Спр". д"-* 
2 k=0 


ча 


وبجعل + (1 - ×) × = ”× تحصل على : 
+np‏ و EX? = ×)×- 1( Сер".‏ 


‚© (n ~2)! Г 
=n DPE ری و سي‎ P "+ np 





Же п*%=п-2,у=х—2 وبفرض ان‎ 


ж 


ЕХ? = مام‎ 1)р? У Ср." + пр 


у=0 
= n(n -1)р? + пр,у ~ ъЪ(п*,р) | 
عليه فان‎ 
af = هام‎ - 1)p? + np — n ۍم‎ = пра 
هو اقل من‎ X ویتضح من هذه الصيغة ان .یم = 2ه وعذا يعني ان تباین‎ 
. وسطه‎ 


. الدالة المولدة للعزوم حول نقطة الاصل‎ ۲-۲ o 


ان توزیع ثنائي الحدین يمتلك دالة مولدة للعزوم حول نقطة الاصل معطاة 
بالصيفة M, (+) = (q + реб)".‏ 


البرهان : 


کی 


وحسب نظرية ثنالي الحدين ولاي عددین مثل а,Ь‏ فان : 
عو موی (a+by)= Y‏ 
k=0‏ 
ربجعل b= 8,۵ = pe‏ فان : 
q)"‏ + #م) = My (t)‏ 
واضح أن : 
аре + q).‏ )لتوا (۱) یک 1 د "زو + م) = (0) My‏ 
ووفق نفس الاسلوب یمکن البیان أن 4۳ + =(ре‏ (1) © 


هوه ٢ھ‏ ) : صیفة التراجع Recurrence formula‏ 

ان صيفة التراجع بشكل عام تعني حساب الكتلة الاحتمالية المقترنة بالعنصر 
1+ انا علمت الکتلة الاحتمالية المقترنة بالعنصر السابق × . وفيما يلي اشتقاق 
هذه الصيفة d‏ توزیع ثنائی الحدين i‏ أن 


P(x) = Сур" اي یہ = )1 +×)ص کو‎ т 


: فاذن‎ 
p(x +Í) جو ید ھی‎ 1 (п-х) р 
р(х) ۰٢. C2. کې تو‎ (х+1) و‎ 
يعني ان‎ Мв, 
[ (п—х) р | 
= | ات ,سب‎ му 
PES | (х+1) ` q i 


«М И وى الاحصاء‎ y е 








ان لهذه الصيغة اهمية تطبيقية كبيرة في حساب الكتل الاحتمالية المقترنة 
بعناصر فضاء X‏ دون اللجوء للتعويض في Р(х) ШЫЙ‏ فبمجرد ایجاد قيمة 
р(0)‏ فانه يتم تلقائياً حساب الكتل الاحتمالية اللاحقة باستخدام هذه الصيغة 
З‏ : اذا كان (ميه)ط - لا فان كو = (0)ھ وان 


n(n ~1)‏ 5 صم 
دد دب ها npa" ‚р(2)=‏ = )و р(1)= у‏ 


s... 


Additive property خاصية الجمع‎ : ٥ Хо 


اذا كانت 6 ,... ,یا ,× متغیرات عشوائية مستقلة بحيث ان 


k k 
Y= Y x, ~ b ( y пр) ا فان‎ ~ b(n, (و‎ 
i=} 


i=l 
: البرهان‎ 
له دالة مولدة للعزوم. فان‎ Y بفرض أن‎ 
k 
у, ۳ 
M,(t) = Ee" = Ee =E n و‎ 
i=l 
متغیرات مستقلة فان‎ X, وہما ان‎ 
h 
M,(t)= H Ee% 
i=1 


لکن Eex‏ يمثل تعريف الدالة المولدة لعزوم ,حول نقطة الاصل وان 
b(n;,p)‏ ~ بلا لذلك فان 


My, (1) = (pe 2ط کن کو‎ sk š : عليه فان‎ 
۰ | у 
۸, )٩( = H (ре ۳ = (pe +9) * 


=1 


YEY 


والدالة الاخبرة تمثل تعريف المولدة لعزوم المتغير العشوائي ۷ الذي сез‏ 


4 و 

нү: С" m ras‏ یں nP)‏ ان الدالة 
بانه يتورع ЕЛ‏ دالة توزع ثنائي الحد ین بالمعلمتین (È‏ ہی 2 
المولدة لعزوم التوزيع ( اذا كانت موجودة ) فهي دالة وحيدة وتشخص التوزیع الذي 


اشتقت منه . فاذن نستنتج أن 


ملاحظة : 


3 
اذا کانت,...,2, احفر ( ,8 , 1 ) اہ ,×متغيرات مستقلة فان توزیع بل 2 
سوف لن یکون توزیع A‏ الحدین . ویطلب من القاريء برهنة ذلك ووفق نفس 
الاسلوب المشار اليه اعلاه . 


1 ال :)١(‏ افرض أن ъв.)‏ .ند 


E 33 взе, 
1- ریم‎ (4) )+( X= مار‎ 
\ 


N 


3 


2 Fos ў «еы сн 2 | А 


1 
=,(8 — x)Cš A$ 17-х 
M -1)۔‎ ۵٤۰ 
° 


2 


á 7‏ 1 
š‏ 1 8= ور ,2 - ) سي )8- وه سم -3 
Ë 4 4‏ 5 4 


= 15 


Yer 








8 
4 - M,(t)= (e+ +) 


5- P(X>1)=1-P(X<1)=1-[P(0)+P(1)] 
3 ۶ 1 337 
ежет 


= 3 


مثال ( ۲ ) : افرض ان 


1 HAT 
هپ-۰ ) اا‎ СЕЗЕ (s +) 
t дааа وان هذه المتغيزات مستقلة‎ 
| - Y=X + ,4ه ) جن ولا + ولا‎ — ۱ 


37 


1 , 2 که وی‎ 
ك2‎ р(у) = с“ (+) (5) ‚у = 4 
_ 8 + 
3 - p, ع‎ 4 357) * = Ma + Mz, + Es 


2 2 16 2 1 
بش سه + يه و =( а= (y)‏ 


مثال (؟): رمیت مان قطع من النقود المتجانسة 200 مرة . في کل رمية تم 
تسجيل зде‏ الصور الظاهرة -X‏ وکانت نتائج هده التجربة كما موضح في التوزيع 


التكراري التالي : 
عدد الصور (): 8 7 6 5 4 3 2 1 0 
التکرار (8): 6 9 18 38 40 45 22 12 10 


يطلب توفيق توزيع АЗ‏ الحدين لهذه البيانات . 


ا 


العل : ۱ 
ان اختمال ظهور الصورة للقطعة ЕА‏ هو = وب 
وهذا يعني ان احتمال ظهور الکتابة هو 1 


فاذن احتمال ظهور ‏ صورة في رمية واحدة هو 


се EE‏ ریم 


/ / 


1 - 
= C? E ‚к= 0,1,..,8 


وعلى ضوء هذه الدالة نبدأ بحساب الکتل الاحتمالية المقترنة بعناصر فضاء ×. وهنا 
يمكن استخدام صیفة التراجع في حسابها أو الحصول على هذه الكتل من جدول 
توزيع ثنائی الحدين ( جدول ١‏ ملحق ب ) عندما 8 > «. ےہ оар‏ الکتل 
هي : 

K. 0 1 2 3 4 3 6 7 8 
P(x): 00039 2 01094 0:2188 02734 02188 01094 2 00039 


بعد ذلك يتم حساب ما يسمى ب التکرار المتوق(۴ Expected frequency‏ أو التکرار 
النظري من خلال ضرب الكتلة الاحتمالية المقترنة بالعنصر x‏ بعدد مرات الرمي 


البالفة 200 . أي ان „ЕМ = 200.Р(х)‏ 

والجدول التالي یبین التكرارات المشاهدة والتكرارات المتوقعة المقابلة لقيم × في 
هذه التجر بة . ё‏ 

عدد الصور × о q 2 3. 4 5 6 7 8 ٠‏ 
التکرار المشاهد ‚ 6 9 18 38 40 كه 22 12 وا 
التكرار المتوقع , 1 6 22 4 3 4 2 6 و 





лад (ж)‏ بالتکرار المتوقع پانه عدد مرات تکرار قيم × في المجتیع الاحصائي لتلك التجربة بفرض ثبات 
عدد مرات تكرار التجربة ففي المثال اعلاه فان عدد مرات تكرار تجربة الرمي گان 200 مرة. 


Tho 


بع ملاحظة ان مجموع التکرارات المشاهدة يجب ان يكون T‏ لمجموع 
لتكرارات المتوقعة ( لماذا ) . في هذا المثال ثم استنثاج قيمة Р‏ على ضوء معطیات 
التجربة ( معلوم ان احتمال ظهور صورة هو ) . اما في حالة عدم توفر معلومات 
عن Имер‏ يستوجب الامر „әй‏ قيمة لها وکما هو موضح بالمثال ٤(‏ ) . 


مال ( ٤‏ ) : لجدول التوزیع التكراري التالی يطلب توفيق ثنائی الحدین. 


0 1 2 3 4 5: )۶( e 
6 @ 31 3 B 4 : التکرار (ئ)‎ 


الحل : واضح ان 5 ھ شکن Р‏ غير معلومة . وحیث ОЙ‏ بصدد توفیق توزيع 
ثنائی الحدين لهذه البيانات عليه نجعل الوسط الحسابي للتوزیع التکراري اعلاه 
مساويا الى هم . اي nP‏ = ثم نجد × وفق الصيغة : 





و لا 
2 چیک = وک x=‏ 
15 
LL‏ 
x=0 ۰‏ 
فاذن 
2 5 
4 = — = و > و3 = 2> 2 = x= np‏ 
عليه فان 


Р(х) = ))04(۳ (06) *;x = 0,1,2,3,4,5.‏ 
ومن جدول توزیم ثنائی الحدین نلاحظ ان الکتل الاحتمالية المقترنة بعناصر 
فضاء Зоде X‏ = 04,0 = هي : 
x: 0 1 2 3 4 5‏ 
Р(х): 00778 02592 03456 02304 00768 2‏ 
عليه فان التکرارات المتوقعة يتم الحصول عليها من خلال ضرب مجموع التكرارات 
المشاهدة بالكتل الاحتمالیة P (x)‏ وکما هو موضح بالجدول التالي : 


قیم X‏ ' 5 4 3 2 1 0 
التکرار المشاهد . 4 13 3 3 6 6 
التکرار المتوقع : 1 и‏ 35 52 39 12 


тєл 


مثال (ھ): رميت ثمان قطع من النقود مرة واحدة . ماهو احتمال الحصول على 
صورة واحدة على الاقل . وما هو احتمال الحصول على سبع صور تماما . جد متوسط 
عدد الصور في هذه التجر بة . 


الحل : واضح هنا ان هنالك متغیر عشوائی یمثل عدد الصور الظاهرة في رمي تمان 
تلم من мы‏ ولیکن ها الک هو یز 


وكما هو معلوم فان احتمال الحصول على صورة هو 8-4 وذلك يعني ان احتمال 
الحصول على كتابة هو =۹( اي فشل الجاولة ) . 


7 مما تقدم ان | سو :8ط نہ × فان , 


1 x 8 
P= c2 +) (5) х= 0,1,2,...,8 


عليه فان احتمال الحصول على صورة واحدة على الاقل هو , 
Р(Х < 1( 21 - ۳,)۷ >1( = 1-۶) = 0)‏ 


_ 10 1 \8-0 1 ٥ 
۰-4) (۳ )+( =1-(+) = 09961 


وان احتمال الحصول على سبع صور ШШ‏ هو : 


г) = (+) 00313‏ ).ا == (x‏ 
2 2 ۱ 27 7۱ سب دن 


كذلك فان متوسط عدد الصور في هذه التجر Аз‏ هو : 


1 ۱ 
4= )3 )هه 


مثال (я)‏ :اذا کان (#رظ)ط مير 


أ برهن ان Y=n-X<b(n,q)‏ 
بال جد Cov(X,n — X)‏ 


E(X — 9 سو‎ 








)\( سوف نستخدم اسلوب ЖЫЙ‏ المولدة للعزوم حول نقطة الاصل في ايجاد 
توزیع×-م= ۷ . وبفرض أن My )٤(‏ موجودة فذلك يعني ان , 


М, (t) = Бе” = Ee"7™ = "وچو‎ = e" . My ( = 0) 
: وحيث أن ( 0,۴ ) اہ فذلك يعني ان‎ 
My,( =~ t) = (Ре + و‎ 


(t) = کری‎ (Pe + ]ےک‎ (Pe + 9) ]" عليه فان‎ 
..My(t) = ( P + ае y 


. والدالة الاخيرة تمثل الدالة المولدة لعزوم توزیع ثنائی الحدين بالمعلمتين و,ه‎ 
(ق م)صاہپیھےہےے۔‎ о а وھذا‎ 
Cov(X,n — X) = Е(Х—ЕХ)(а—Х-Е(а—Х)) (бо) 
5 = E(X — пр) + X — + ар) 
= — E(X - ар)? ы 
= -аРа= -У(Х) ~“ (2) 


E(X- ЕХ)! Га = ЕХ — nP} /n = nPa / n = Pq 


1۸ 


تمارين عن توزيع تنائی العلاین 





٩-۰‏ افرض آن(08 ,15 )هم ستقل عن b(10,08)‏ ہر×؛. وافرض ان 


: یطلب اجراء مایلی‎ ۴ = X, + X, 
.۷ أ جد التوزيع الاحتمالي للمتغير‎ 
P(y) ب ارسم مخطط الدالة‎ 


1 ج ‏ جد الوسط والتبا بن للمتغیر ¥ 


ها لاجد Р, (да, Үс, +o), P (Y >B)‏ 
+ اذا علمت ان 67 من المصابيح المنتجة في مصنع معين معيبة . اختيرت 
عينة عشوائية قوامها 18 مصباح من احدى وجبات: الانتاج . ما هو 

احتمال : بر 
أ عدم وجود مصباح معيب في هذه العينة . 
ب - وجود على الاکثر ثلاثة مصابیح معيبة . 
ج ‏ وجود على الاقل عشرة مصابیح غير معيبة . 
د ما هو متوسط عدد البطاريات المعيبة في هذه العينة . 


$, 


: اذا علمت أن Xbt, P)‏ وان( ۴, 6) ط لم لاكذلك فان 


5 


PAY >1) o>. Р(Х>1)= Е 


.ادا کان( 2 X~b(n,‏ جد Eq"7*, EP* , EP*.q"7*‏ ی ان 
EP“. Eq"? = (1 — Pq)”‏ - 
+ لا کان ات ريل المنوالالوحیذ فى توزیعز Эба, P)‏ 


An ۲1(۲ ۱ 6 <(п+1)Р 
` 


:٤ 20‏ توزيع ثنائی الحدين السالب.0154 Negative binomial‏ 
والتوزیعات ذات العلاقة به and related distributions,‏ 


یسمی هذا التوزیع في بعض الاحیان ب « توزيع باسکال » نسبة للعالم 
الرياضي الفرسيى ١١۲ OWT) Blaise Pascal‏ ) . ویعتبر هذا التوزیع واحداً 
من التوزیعات المتقطعة ذات اهمية تطبيقية è‏ الكثير من المجالات العملية 
وخصوصاً فى العلوم لزراعية وع ایکتریل وسبي هنا التوريم ب « ثنائي الحدین 
السالب » بسبب ان دالة کتلته الاحتمالية تمثل الحد العام في مفکوك ثنائی الحدین 
السالب كما سنلاحظ ذلك لاحقاً . 


افرض ان تجرية غا یمکن تکرارها مس كنيل من المحاولاث الستفلة 
سیل ان احتمال نجاح اية محاولة منها مقدار ثابت هو Р‏ واقرض ان 
P(x;r,p)‏ مثل احتمال الحصول على × محاولة فاشلة التي تسبق حالة الحصول 
على + محاولة ناجحة من بين + × محاولة . الان بفرض ان المحاولة لاخيرة 
كانت محاولة ناجحة . وهنا يعني ان احتمال هذه المحاولة هو Р‏ (احتمال 
النجاح ) وان في المتبقی من المحاولات البالغ عددها (1 - r‏ + ۶ )محاولة سوف 
. یکون هنالك( ۲-1 )محاولة ناجحة احتمال Шу,‏ سیکون ۳-1 1 Зе C527‏ 
فان احتمال الحصول على بو محاولة فاشلة أي P(x;r,p)‏ هو 


P(x;,r,p) = Ott وي لم‎ 
= Cztr-i غو‎ ах 


والشكل الاخير يسمى دالة الکتلة الاحتمالية لتوزيع АЗ‏ الحدين السالب . 
وفيما يلي تعريف متكامل لهذا التوزيع . يقال ان المتغير العثوائي x‏ هو ذو 
توزيع ثنائي الحدين السالب اذا كانت دالة الكتلة الاحتمالیة التي يتوزع وفقها هذا 
المتغير تأخذ الشکل التالی . Е‏ | 
3 کسر و ۹٢‏ 25 
;1,2 زو ү q7‏ ره وو کو 


A zal‏ مت ات لست 
yo “- ч “other wise‏ ۷ 8 


١ .q=1 “p, 0<P<1,r>0 اتا کو حيط ان‎ курёш 
1 نه × ۰ كذلك. فقد يلاحظ في بعض الاحیان‎ Nb(r,P) وبالرموز يقال ان‎ 


{ 








Yos 


2 





تکتب دالة هذا التوزیع بالشکل کې تم P(x;r,p)= Œt,‏ وذلك | 
نسي آن )جرج كناويمكن صياغة ال ال لتوزیع 5 | 
آخر ( دون ان يغير ذلك من مضمون التوزیع ) مشتق بالاساس من مفكوك ثنائي ۱ 
الحدین السالب وکما هو مبين بالاتي . 
ان 
(K+r—l)(x+r—2)..(r +i).r(r— 1):‏ ۲ (1- ۲+ ) 


А‏ 1 مج یس 
x!(r— 1)! x!(r—1)!‏ 86 


r(r+1)(r +2)...(x+r—2)(x+r-—1) 
x! 


واضح أن عدد الحدود المضروبة ببعضها في بسط الصیفة الاخيرة مساو الى X‏ حد 
فاذن : 


{(—т)(—т—1)(—ю—2)..(—гт—-х+2)(—г—х+1)‏ )لي 


х! 


وبضرب البسط والمقام ب ! r - х)‏ - ) نحصل على 





ا )تې تج 


„сё‏ ا ان 
xI- r-z}!‏ ارد © 


فاذن 1۳۲ =( = рх;г,р)‏ 
х=0,1,2,...‏ گ"۔) 0۳ے 


ان الصيغة الاخيرة ما هي الا قيمة الحد ذي التسلسل(1+ھ) فی مفکوك ثنائی 


العدین السالب اي مفکوك الصيغة ау"‏ ۳)1 ومن هنا جاءت تسمية هذا 
التوزیم . والاشکال ) ۰+ ٤‏ ) تبين مخطط دالة هذا التوز 


5۹ 




















Yar 


Nb(3,0.25) 


6 8 10 12 и 16 18 20 22 24 26 28... 


.۴)۸:3,025( IUN مخطط‎ . (Íte) الشکل‎ 









Nb(3,0.5) 


k 

۰ 16 14 12 1۵ 8 6 4 2 0 
الشكل ( ہے А.(о‏ لقا روم ,ور „Ров‏ 
Р(х)‏ 


045 
040 
0.35 
630| 
025г 
020; 
618 
01 
005 






МЫ(3,075) 


9 
012345678 9 ۰ 
85 :3,۵75( - مخطط الا‎ (ав 5 Й 


ېو 


ویمکن بيان ان مجموع الکتل الاحتمالیة المقترنة بعناصر فضاء Х‏ مساو, 
للواحد دلالة على کون(« ) P‏ هي دالة کتلة احتمالية وكالاتي : 


У 0۳) سي‎ P Y روا‎ 
نو بر‎ х=0 


لکن وحسب مفکوك ثنائی الحدين السالب فان : 
کي )۳و - )×7ط 
x=0‏ 


فاذن و مج يون مرو و EA‏ 
0= 


x 


Distribution function الدالة التوزيعية‎ : ١ £ ہے‎ 


ان الدالة التوزيعية لتوزیع ثنائی الحدين السالب هي : 


k 
F(x)=P,(X<k)=P у Сф 


х= 0 


علمأ انه لا يمكن صياغة هذه الدالة على نحو ابسط . ويلاحظ وجود صعوبة في 
حساب التراكم الاحتمالي وخصوصاً عندما تكون K‏ كبيرة . لذلك تم التوصل الى 
عدة صيغ تقر يبية اهم هذه الصيغ واكثرها دقة هي تلك المقترحة من قبل Bartko‏ 
عام ۱۹٦۱‏ التي шы‏ في حساب(×) F‏ على جداول التوزیع الطبيعي المعياري ( الذي 
RÊ E‏ 1 2 
سيأتي ذكره في الفقرة ٢ -٦(‏ )دم ول" 2 e‏ | سم =( P, )×>k‏ حيث 
У 7 - о‏ 











1 
re 3 re 2 
2 | و‎ (sr - )را‎ зт) لھا‎ 


r‏ 1 ېچ 


5 1 
k+l 


ایم 


Yot 





у,‏ - > © فمثلا لو تطلب الامر حساب(3) ۴ لتوزیع (05 ,10 ) 18 فان قيمة 


(3 ) ۴ باستخدام دالة هذا التوزیع هئ : 


1 10 3 1 х 
в) = (5) 7 a (+) = 00461425 


في حين أن قیمة(3) ۴ باستخدام تقریب Bariko‏ هي الاتي : 


ان 10ع 3,۲ ,1 وسيب ان Р‏ = و وبالتعویض عن هذه САА)‏ 
نحصل على 1684 - = 2. ومن جداول التوزيع الطبيعي المعياري المشار اليه في 


الفقرة ( ۲-۰ ) نلاحظ ان . 
У 22‏ یں 1684 — 
00465 02 2 و | =)3< Р(Х‏ = رقع 
پو 
А-У‏ ان مقدار الخطاً المطلق بين الاحتمالين هو 00003475 ء وقد اوضح 
6 ان مقدار ШАЛ‏ یتضاءل بزيادة قيمة ۴ . 


Mean and variance هس ¥ : الوسط والتباین‎ 


ان الوسط في توزیع ثنائي الحدین السالب هو tq | P‏ = یع وان التباین هو 
a} = ۶‏ 


н, = > ×0۰) — q) 


x=0 


ای ан ў‏ 
رک وص £ = 


x= 


۱ي ) 


=rqF У ولاز )کر‎ l, =r+1 
y=0 


чод 





لکن وحسب مفكوك ثنائی الحدین السالب فان o‏ 5 
)1-4( = تو -) У СУ“‏ 


فاذن 
= دجم طز = q)‏ - 1( هو A,‏ 
_ کذلك فان 
ЕХ? — (EX)‏ سه 
وان 


ЕХ = E[X(X—1)+X]= $ x(x ني سوت رز‎ 


х=0 


Š (=! 8‏ سے 
۶-٢٢ q + -у-‏ - )21 - ») 2 


2 پر 


=r(r+1)Pq y C7(-qy+ ېمېس د وور لد‎ 
у=0 





Р 
.. و‎ rd 
.لق فاذن‎ 027 ) уі لکن : > و‎ 
y=0 
ЕХ? = r(r + 1 ددري - )تو‎ 8: _ (r +1) 
8) 4) 4 т^ р? 
فاذن‎ 

۳ rq ) 1 + 1( r2q2 rq 
x Е р? р? و‎ Р? 


07 
ويلاحظ من صیفة التباين б? > БӘ‏ وحیث ان :1 Jt‏ يعني ان 
р,‏ < 02 . وهذه ол‏ عليه في توزیع ثنائي الحدین حيث 
لاحظنا حینذاك ان با > ب٥‏ 


Taq 








د ٤‏ ۔ ؟ : الدالة المولدة للعزوم Moment generating function‏ 


р Ч 1 | ٨ 
( ЕЛЕДЕ ) هنا التوزیع هي‎ д ان الدالة المولدة للعزوم حول نقطة الاصل‎ 


: 'البرهان‎ 
Мү(ї) = Ее = Y سس‎ Ср. ) کي‎ 
x=0 > 


=P Y C= qe) 
x=0 


لکن ولاي عدد مثل 8 فانه وحسب نظرية تنائي الحدین السالب : 


ir 


(ه-1)- Уу 62) ар‏ وبوضع Jawa = де‏ على 
عبر 


Р W. 
“шы ا‎ 
وك نفس الاسلوب المشار اليه اعلاه يمكن ملاحظة ان‎ 
š Ç 
= كذلك فان || ا‎ 
وان‎ 5 


(( عه -1)ه — معا )۲ = (1) nM‏ = (۲) رک 


Recurrence formula صیفة التراجم‎ : ٤ ے٤‎ o 
: ان صیفة التراجع في توزيع ثنائي الحدين السالب هي‎ 


5 + ۶ 
۶ + 1 





P(x + 1( = ۰ )( 


م رپ الاحصاء الرياضي نه 








البرهان : 
С /,р.(—-да)*'!‏ (1 + »)8 
р(х) CYP. (— ay‏ 
سيط هذا المقدار نحصل على : 
۲ + ۶ ۴ + ور (1 + P(x‏ 
۹ وبع р(х)‏ 


рк) = وت‎ 


| هو معلوم فان صيغة التراجع مهمة جدأ فى ایجاد 00 الاحتمالیة المقترنة 
بعناصر فضاء سا X‏ دون اللجوء эд, к‏ فى الدالة р(х)‏ وانما 
ل ایجاد الكتاة الاحتمالية المقترنة و تحد يد 


ستوجب فقط 1 


الکتل الاخرى 9 عن طریق صيغة التراجع . 


ہے ٤ے‏ ه : خاصية الجمع Additive property‏ 


لتکن X,‏ , ... , وكا , وكا متغيران عشوائیة مستقلة بحیث ان 


п 
È X, Nb ( 
ial 


A 
> мр) عند‎ X سح‎ Nb(r,,b) i= 1,2, 
ist 


البرهان : افرض ان My )١(‏ تمثل الدالة المولدة لعزوم ОУУ = T X,‏ 


My (t) = Ee = Боб ووس ولک‎ 


المتغیرات مستقلة فذلك يعني أن 


وحيث ان 


хол 











لکن Бый‏ پمثل تعريف الدالة المولدة لعزوم المتغیر МЬ (д.р)‏ ,× وذلك 


tji / р \ ri 
عليه فان‎ My (t) تع ان کی ہک‎ 


p 5‏ 2 : 3 
ہت سار اماما 
У А‏ = عوحیث ان الدالة المولدة للعزوم تشخص التوزیع الاحتمالی الذي 
اشتقت منه . فاذن نستنتج ان ك( y хем ) PE.‏ 


i=l 


Geometric distribution كس : التوزیع الهندسي‎ a 


اذا تم اختيار! = : في توزيع ثنائی الحدين السالب نحصل على توزيع آخر مهم 
2 التطبيقات الاحصائية وخصوصاً 3 موضوع الاحصاء السكاني لدى دراسة معدلات 
نمو السكان ومعدلات الولادات والوفیات هذا التوزیع هو « التوزيع الهندسي » . 
وهذا يعني ان دالة الكتلة الاحتمالية في التوزیع الهندسي هي : 


р(х,р)=р.д*,х = 0,1,2, ....0 <p > 1 
=0 other 6 


وبالرموز فان (7) 6 ہ اموحیث ان هذا التوزیع يمثل حالة خاصة من توزيع 
ٿنائي الحدين السالب لذا فان خصائصہ هي نفس خصائص توزیع ثنائی الحدين 
السالب بمجرد التعويض عن1 -مماعدا الدالة التوزيعية التي يمكن صیاغتها بالاتي 


Е(х)=Р(Х<х)=Р Y ¢ 


к=о 
لکن الجموع اعلاہ يمثل مجموع حدود متوالية هندسية نهائية اساسها مساو الى‎ 
q, 1- "٤ 4 
فاذن‎ ы е 0 و وهذا الجموع‎ > 1 
1 - 
1-4! 


F(x)=p. ہی ہو‎ =1-4*!,х 0,12... 


YAA 











اما La‏ خصائص هذا التوزیع 
الوسط والتباين في التوزيع الهندسي هما : А К‏ 
ы 0 3 1‏ 1 
4 ی pa‏ 
ہے = @,—— = 


۔ ان الدالة الولده لعزوم التوزیع الھندسی هي : 


chay = быз. 
©) 1 - që 
فان‎ X, ~ G(p)— >s + اذا كانت × ,۰.۰+ م6« ۷ متغیرات عشوائية مستقلة‎ > 
, . بل ونترك برهنة ذلك للقاريء‎ Хч Nb(rp) , 
: ۱ ۳ ст, ۲ و آه يکو‎ 
اح ا‎ tC 
i ç Polya's distribution هس 7 : توزیع پولیا‎ 
الحدین اسالب‎ 


اذا تم اخټا 1 کے و С‏ 
ذا تم اختیارے_ Фра — r=‏ تو 9 
: 08 + 1 وت 


| 8 

1 ۳ داد 2115 д!‏ الام 

تحصل على توزيع آخر يسمى « توزیع پولیا » دالة کتلته الاحتمالیة معطاة بالاتي 
х-1 1‏ 

ری Жай‏ و نت وه 

р(х, xT ( 1 + 6F ) У 


= 0 other 6 


حيث 8,8 معلمتا هذا التوزيع بحیث أن 0 <0,۵ < م وبالرموز يقال ان 
polya ),(‏ < يزان اهم خصائص هذا التو زیع оо‏ 
- ان الوسط والتباین à‏ هذا التوزيع هما 

)08 + 1) 9 = 6,02 دور 


ب _ ان الدالة الموئدة لعزوم التوزيع هي 
DA‏ 
е)?‏ - 1) 88 + 1] = (1) ,3۷ 


kas 


> اذا تم اختیارو = فی توزیع پولیا Kas‏ نحصل على توزيع هندسي بالعلمة 


ЕТ . 5 N. 5 Ж; 1‏ 
سج = و وذلك واضح من خلال مايلي . بالتعویض عن 1 = B‏ في دالة рә»‏ 
يوليا لاحظ ان : 
жЕ‏ 
H (+j) 1 нї‏ 
:2 : 
p(x,0.1) 3 1+8 )‏ 
I‏ 0 1 29ے 
w Á. TF 1+ 80‏ 7 
* 9 1 
جو پل لے k‏ — = 
ЕЧ ) : 1‏ ۱ 1+8 ( 
i 2‏ هله ۳ ۱۱ де,‏ 1 کد 
وهذه هي Шо‏ توزیع هندسي بالعلمة р= гүр‏ 
وه 8.4 : امثلة 


: فان‎ < ۸b اذا کان(6,04)‎ : )١( Лл 


...,0,1,2 هع :۴ ۳۹04۳۴۸/06 = р(х)‏ 1 
rq оа"‏ 
225 = ہے 9,05 = = - 2 
وو ا و 


04 5 
г دنه‎ ) += ( 


4~ ۳,۱۴ <1( =1 Р,(0) =1 - (04) = 0995904 























ار 
مثال )٢(‏ : اذا کان ( 7,05) X, ~ Nb‏ مستقل Се‏ روید X,‏ وان 
Y = X, + X,‏ فان : 


...,0,1= و دن زو ام = МЬ (12,05), РОУ)‏ الا L=.‏ 


یو 
_ )12005 _ و (12)05 _ 
0F 12,062 = 03 - 4‏ زب -2 


مثال ( ۴ ) : لجدول التوزیع التکراري التالي يطلب توفیق توزیع АЗ‏ الحدین 
اسالب . 


x: 0 1 2 3 4 5 
f: 200 140 40 20 8 2 


الحل : حتى نتمکن من توفيق توزیع ثنائی الحدين السالب فان ذلك 
يتطلب تحديد قیمة ,و . وکما يلي : 
ان الوسط الحسابي لهذا التوزیع هو : 


У xf, 

07853658 ۔ 22 ے تاج х=‏ 
410 77 
х=0 3‏ 


وان التباين هذا التوزيع هو: 


5 
2 
L CR د‎ es ; 
5: مه ے‎ x = لوس‎ ~ (07823638 (۴ = 09880786 
رن‎ 
x=0 
rq 2 
А, = сы =07853658,01 = —1- = 09880786 وبوضع‎ 


٩٢ 














وحل العادلتین نسبة الى DP‏ تحصل على : 
r = 30427249 „р = 07948414 , = 6‏ 
ونفرض أن )07948414 ,340427249( des . ~ Nb‏ اساس هذا الفرض نبدا 
بحساب الکتل الاحتمالیة القترنة بقيم X‏ باستخدام صیفة التراجع . 


Р(0) = (07948414 (3۹۹21249 7 ان‎ 








P(1)= rq.p(0) = 2 فادن‎ 
Р(2) = ا‎ .q.p (1) = 01287262 
r +2 
P(3)= — و‎ р(2) = 00443915 
۲۶+3 
Р(4) = — 9р (3) = 00137582 
г+ 4 
Р(5) = у <q. P (4) = 00039758 


عليه فان التكرارات التوقعة المقابلة لقيم X‏ سوف تنتج من حاصل ضرب БЕЙ‏ 


3 


الاحتمالية بمجموع التكرارات اي أن E.f= PILER‏ الموضحة في الجدول 


الاتي : 

0 1 2 3 4 4 х) „д 
200 140 40 20 8 2 : التکرار الشاهد‎ 
24 127 53 18 6 2 : التکرار التوقع‎ 


yay 





تمارين عن توزيع ثنائي الحدین السالب 


ол.‏ افرض أن (03 SNb(4,‏ ×یطلب اجراء مايلي 

> | جد دالة الكتلة الاحتمالية اللمتغير ох‏ ثم رس مخطط هذه الدالة . 
ب _ جد الوسط والتباين للمتغیر X‏ . ۱ 
ج جد العزم الثالث ث والرابع چول نقطة الاصل باستخدام الدالة الولدة 
للعزوم . š‏ 
.د جد الؤسط والتباين والذالة الولدة لعزوم رو + 4= ۲ > 
أه جد (1 < )م , (6 ے ۴۱۱ ,)8< > ۳2 
و استخدم تقریب Bartko‏ في حساب قيمة تقريبية الى (20 > Р(Х‏ 


ف ı16‏ اذا کان X ~ Nb(r,p)‏ جد „ЕР, Ерх‏ وت 
پک > 1 

کے ; شاو ا سے ا 
Ут АЕ ۱‏ 


٦١ -‏ : افرض أن X, ~ G(P)‏ ستقل عن ) `X, < G(P‏ برهن ان التوزیع 
الشزطي للمتفیر Ше X,‏ ان X, = n‏ +× هو توزيع منتظم متقطع 


٢‏ 0 ۷, اشتق صیفة للدالة الولده للعزوم الركزية والداللة الولدة للعزوم العاملية 


لکل من . 
أ - توزيع ثنائی الحدین السالب : 
ب - التوزیع الهندسي . 
ج - توزیع پولیا . 
ه ۱۸: برهن أن صيغة العزم العاملي ذا المرتبة کا : 
أ في التوزيع الهندسي هي Kia‏ 


q Y + :‏ 
ب في توزيع ШШ‏ الحدين السالب هي (2e‏ ( 


32 


ج في توزيع يوليا هي ۰ (1(8- )+ 1) 0 # 


554 


ه : التوزیع الهندسي الرائدي 
 Hypergeometric di‏ 


ric dis tribution 


افرض ان було‏ يحتوي على N‏ کره . M‏ منها حمراء اللون والبقية 4 N=‏ 
سوداء . وافرض انه تم سحب عينة عشوائية قوامها" n‏ ( بدون ارجاع ) من هذا 


الصندوق хе‏ فان احتمال الحصول على x‏ كرة حمراء ضمن هذه العينة هوه 
ex. chin‏ = ردج P(X‏ 








ووفق. هذا الثال البسيط .& تعریف =“ الیندسی الزائدي على النحو 
التالي . , يقال ان التغیر العشوائي پر هو ذو توزيع إهندسي زائدي اذا كانت دالة 
الكتلة الاحتمالية التي یتوزع وفقها هذا التغیر تأخذ الشكل التالي :: 


LOM, N - M ` 


СМЕ ОИЕ М)‏ کا N,M‏ ×ط 
other wise‏ .0 = 


N,‏ تل Ús Jus‏ التوزيع جميعآ ES‏ اعداد موجبة صحيحة 
از 


بعیث انا ہے MsN‏ وان ×> و . وبالرموز تقول ان 
(oo‏ توضح مخطط دالة هذا التوزيع : 


( الاشكال‎ X~H(N,M,n) 





٥ 


P(x) P(x) 


52 5/12 | 
1/12 1/12 ۱ 
x 
2 3 4 5 


x 
0 1 2 3 


الشكل ( ۰.4 ب )؛ مخطط ۱۱۱۱۵۰5۰7 الشكل ره (о‏ مخطط ۸۱۱۵5۰۸۱ 
max (0,2) < ۶ < min (5,7)‏ (3,5)ظتم > max (0, ~ 2) <x‏ 
P(x)‏ 
100/252 
| 25/252 
K‏ 


5 4 3 2 1 0 
الشکل زه ٥‏ >( مخطط Hil0.5.5)‏ 


тах{ 0,0) <х < min(5,5) 





جم سب سج جو —- s‏ ——+ 


۹٦ 





ويمكن بیان أن مجموع الكتل الاحتمالية القترنة بعناصر فضاء X‏ مساو 
للواحد دلالة على کون Р(х)‏ دالة كتلة احتمالية وعلی اللحو الاتي : 





2 ۴) : N,M,n)= — y CM -CNM 
x= & x=0 
عليه فان‎ . О لکن وبشكل عم‎ 


بر رہ ۳ ره ار 


п- پر‎ 





×٥ 
Distribution function الدالة التوزيعية‎ ١ هه‎ 
: تعرف الدالة التوزيعية لتوزیع عندسی زائدي على النحو التالی‎ 
8 ې ځ‎ ONM 
Е(х) = P. (X > (ع‎ = рУ و‎ лав 


| بشكل‎ Flir) علما انه لايمكن صياغة‎ © =max(0, دم‎ т ы 
i آخر غير ا لشكل العرف اعلاه . وقد جرت محاولات عديدة لایجاد صیغ تقریبیة‎ 
هذه الصيغ تستند الى‎ F(x) حساب‎ МУ» وفق شروط معينة ) يمكن من‎ ( 

توزيعات متقطعة وأخرى مستمرة وسوف نستعرض بعضأ منها في الفقرات اللاحقة 

من هذا الفصل . وهنالك جداول خاصة بهذا التوزيع ( انظر الجدول ٢‏ ملحق (хе‏ 

تبين قم Р(х)‏ عند قيم مختلفة الى М.Ма‏ . فمثلا عندما 10 = ‚М‏ 

5 = 5,۷ = م فان 


тах(0,0)=0 ,min(5,5)= 5 


وهذا يعني ان 0,1,2,3,4,5 = × . وعندئذ فان الکتل الاحتمالية القترنة 
بعداصر فضاء × هي : 


х: 0 1 2 3 4 5 
x) ; 0003968 0099206 0:396825 0396825 0-099206 8 


ينف 


х 


2 


وبذلك فان التراکم الاحتمالي . اي F(x)‏ . لهذا الثال هو : 
4 3 1 0 
F (x) : 0003968 0103174 0-499999 0896824 3‏ 


3 
1 
واذا كانت 10 = ,M = 6,N‏ 6 = ھ فان 
max (0,2) =2 ,min(6,6) = 6‏ 
وعندئذ فان الکتل الاحتدالية القترنة 


х=2;3,4,5,6 يعني ان‎ Мв» 
: وكذلك التراكم الاحتمالي هي‎ x بعناصر‎ 
80 2 3 4 و‎ 6 
Р(х); 0071429 0380952 0-428571 0114286 62 
F(x): 0071429 0452381 0-880952 098 


1 


Mean and Variance الوسط والتباین‎ : тошо 
. فيا يلى اشتقاق لصيغة الوسط وصيغة التباين للتوزیع الیندسی الزائدي‎ 
قبالنسبة‎ ٠١ min(n,M)=n 


وبفرض أن M)=0‏ ې max (0,n - N‏ وان 


r للوسط فان‎ 
1 وت مش‎ 
В. = 8 У ROR Өй. 
c x=0 
(M- 1) ی‎ 
м пх 
و‎ Х )۲ -1( ۱) - x)! 6 
n. 
ag: N: - 
_ aM y C... Cy 
۲ کر‎ CF 


Y~ НМ, М’, п) 


ҮЗА 











حيث n 1, 3۲ = M- 1,N'= N - Ly sxe:‏ ہے п‏ فادن دس کے يبر 
اما بالنسبة للتباین فاننا نحتاج لايجاد ЕХ?‏ وکما هو مبين بالاتی . 


EX? = E[X(X -1) +X] 


п єєн ам 
0000۳ 

м(м-1) < (м 21 Сз ү nM 
мрн) 2 (x-2)'(M- x)! CRI N 

n(n— i) 

nM (n D(M- 1) У CH сус nM 

N(N- 1) = ОАА 


حيث :2 - × = 2,2 - n - 2,107 = М - 2,8 = N‏ = و وكأن 
оо НОМ М’)‏ 
nM (n -1}(M ~ 21) nM‏ 


2. 
EX: = КОК) ERN 


: فان‎ ade 
о 
с? = ЕХ? — (ЕХ)? : 


nM (n — L)(M - 1) nM ($ y 


Ç T N N‏ و( راي 
nM М-М N-n — (N-M)(N- 0)‏ 
N N ср PE NN I)‏ = 


وحيث ان الکسر الضروب ب ٥‏ اقل من واحد فذلك يعني ان وسط هدا 
التوزيع دائمأ اكبر من تباینه . جح 
yaa‏ 






































ے ٥‏ * : الدالة الولدة للعزوم 


ان للتوزيع الهندسي الزائدي دالة مولدة للعزوم . الا انه من الصعوبة جدأ صياغة 
هذه ДЫЛ‏ بشکل مألوف كالذي لاحظناه في التوزيعات السابقة . وقد امكن التوصل 
الى صيغة معقدة D>‏ يصعب التعامل معها تطبیقیاً . هذه الصيغة مشتقة بالاعتماد 
على مایسمی ہہ « الدالة الهندسية الزائدية Hypergeometric function‏ » هذه 
الصيغة هي : 


-п+1;@)‏ ۷ - ۷:۲ درم A i‏ موی 
(му (еу‏ انار Ç= n‏ 


© 
H(-n;-M;N-M-n+1;e)= У (Маі 


j=0 
: فان‎ а وانه بشکل عام ولاي عدد مثل‎ 
الاو‎ = a(a + 1()8 + ز+2(...)4‎ 1) | 


وحیث ان الهدف من الدوال الولدة للعزوم هو توليد عزوم التوزیع لذا يمكن 
٠‏ الاستعاضة عنها من خلال ايجاد العزم ذي الرتبة ١‏ حول نقطة الاصل الذي 
يقابل الشتقة ذات الرتبة r‏ للدالة Melt)‏ وجعل ٤‏ مساوية للصفر. فمثلا 
لفرض تحديد قيمة العزم الثالث حول الصفر اي ЕХ?‏ فان ذلك يمكن ایجادہ وفق 
نفس الاسلوب التبع في ایجاد الوسط والتباین . اي ان 

EX = E[X(X -1)(X —2)] + 3EX(X — 1) + EX 
EX* = E[X(X -1)(X -2)(X - 3)] — تدم‎ + 11ЕХ? — 6EX 


كذلك وکاسلوب بدیل للدالة الولدة للعزوم يمكن ايجاد عزوم هذا التوزیع من 
خلال ايجاد العزم الماملي ذي الرتبة r‏ ومن خلاله يمكن استنتاج عزوم التوزيع 
حول نقطة الاصل . وفيما يلي اشتقاق لهذ العزم وسوف نرمز للعزم العاملي ذا 
المرتبة بالرمز مم فاذن 


وان 


=E П(Х-}+1)‏ ووم 
у=‏ 


لان یں ў‏ گے بش 
A‏ رھ Уй (кре).‏ = 


x=0 j=1 7 


ү. 








ولفرض السهولة سوف نرمز الى (X-j+1)‏ 1 بالرمز × . عليه فان , 
ی1 او 


می را 
کے مر } = ды EXO‏ 
х=0 п‏ 
п см с-м‏ 
Y м®,- e=‏ = 
3 3 
м! єн‏ 


п- x 


)5 - (۱) - (۱ ` CY 


مرم هم د м‏ 


ع دع 


= ۴ NEF 
= с 
N _ хаг С; 


۸۳ موی‎ о См, CA SM 
لف‎ ۸ 
N“ у=0 с 


r>‏ پر = Ме М гуу‏ رع - =n —rt,M =M‏ 'ھ وکن y‏ یتوزع وفق 
دالة توزيع هندسي زائدي بالعالم Ме Мет‏ فاذن 
MO‏ مان 
š‏ 12 = رھ Mo‏ 


پلاحظ من هذه الصيفة مايلي , 


nM 


عندما1 د ء فان Ma) = © 5 = 6 = ЕХ‏ 


n(n - ۱۱۰) 0) 


عندما r=2‏ فان EX(X-1)‏ 17 )5 = رم 


۲۷۹ 


























فاذن 
Шу,‏ ريم = EX?‏ 


nM(n-— 1)(М - 1) 3 nM р 
۷ ) ۸ - 1) М 


وهي صيغة العزم الثاني الت توصلنا لها عند حسابدا للتباین 


Recurrence formula صیفة التراجع‎ t o ه‎ 


ان سین التاجع في وزج الهندسي ч‏ 
(п—-х){М—-х) 11‏ 5 
POK тн =S MZ w Er Т‏ 
ونترك مسألة اشتقاق هذه الصيغة للقاري من خلال قيامه بقسمة )1 + P(x‏ 
Р(х) Je‏ :.:واجراء. بەض:الاختزالات بين حدود البسط والقام ومن ثم التوصل 


ور اه , خاصية التقارب من توزیع ثنائي آلجدین 
Approximation to the binomial distribution‏ 


ان لهذه الخاصية اهمية تطبيقية كبيرة . حيث انها تسمح باستخدام توزيع ثنائي الحد بن 
کتقریب جيد للتوزيع الهندسي الزائدي عندما بلاحظ ان N‏ عدد كبير ( نظریا 


مهملا )وان ш M‏ نحو عدد ثابت مل م : ان الطلوب برهتته هنا 
М ۳‏ 








هوان 0 А.‏ و 
м :‏ ۱ 5 
( كك د lim HON,M,n) (пр‏ 
N‏ مه + N‏ 
البرهان :اد i‏ | 
0 شمه м ۷ - M‏ 
انگ kwan y‏ 


يفف 








| 
| M! (N-M)! n!(N— ni) ! 
| (М x)! ` (п—х)! (М-—М-п+ху! ` N! 
n! M! (М-м)! iN =n)! 
xl{n= x)! ) (۲ ' (N-M-n+x)! NI 
ان‎ 
n! 
داو او‎ = C 
ان‎ 
M! _ М(М-1)(М-2)..(М-х+1){(М-ху 2 
(М = х)! (М - х)! 5 


= M(M ~1)(M -2)..(M x +1) 


مل ملاحظة ان эле‏ الحدود الضروبة ببعضها في الصيغة الاخيرة هو (к)‏ حد. 
كذلك فان : 

(NM)! (N= MIAN -M —1)..{N —M n +X FON Маху 
(Ч-М-па+ху! تت تت‎ (Ч-М—п+х)! T 


=(N-M)(N-M-1)..(N-M-n+x41) 


. حد‎ (n — x) هنا هو‎ ао الحدود الضروبة‎ әле مع ملاحظة ان‎ 
: واخيرأ فان‎ 
(N-a)! (N-n)! 
МІ N(N INN -2(...)٤ - n + DCN (7 


1 
N(N-1)(N—- 2( ..) аж) 


وهنا تلاحظ ان эле‏ الحدود الضروبة ببعضها في مقام الکسر هو (n)‏ حد. 


فاذن : 


م / ۱۸ الاحمباء الرياضي Yyy‏ 





























p(x;N,M,n) = С. 
М(М—1)..(М—х+1).(М—М)у(М-М—1).(%-М-в+х+1) 
NN DN - 2( ...) 8 (1+ه-‎ 


وهنا نلاحظ ان عدد الحدود الضروبة ببعضها في البسط مساو لعدد الحدود الضروبة 
ببعضها في القام البالغة n‏ حد . عليه وبقسمة البسط والقام على 
على : 


n‏ تمسا 
N‏ نحصل 


р(х) C. 


I) 





Я м OTE 
, على‎ das N — œ وجعل‎ P = — M< N الان بفرض ان‎ 


lim Р(х;№,М,п) = C}. P.P... وا ھی‎ Р)(1-Р).....(1—Р) 





مه دپ 
۵ ... ,2 ,ا ,0 = Cn px*.(1 — PY x,‏ = 
وعلی ضوء ماتقدم فان 
nM‏ 
пр‏ = 5 = پر 
وان 
i М М-М N-n‏ 77 
شه . ; im 02 = іт‏ 
N N N-i!‏ وهو" Naw‏ 
N n‏ 
1-٣٢‏ )9وس | سس ی ار 1 pz‏ < 
пР( )‏ لاخ пр (і P) im ( м1‏ 


وكما بق وان ذکرنا فان خاصية التقارب من توزيع ثنائي الحد ین ذات اھمیة 


حيت انها تسمح پاستخدام جداول توزیع ثنائی الحدين ( عندما 
۷ كبيرة ) كبديل لجداول التوزيع الهندسي الزائدي عندما يتطلب الامر حاب 
احتمال معین . فمثلا اذا کان H(100,40,15)‏ ہ X‏ وتطلب الامر حاب 
الكتل الاحتمالية ЮДА)‏ بعناصر فضاء X‏ أى 15 ,... .2 


3 نجابه‎ ЫЛ» x = 0,1,2۰ 


سا ہے 


تطبيقية كبيرة 


wye 


























هذه الحالة صعوبة كبيرة في حساب هذه الکتل باستخدام التوزيع الهندسي الزائدي 
( وخصوصاً اذا ماعلمنا ان جداول هذا التوزيع تكون وفي اغلب الاحوال غير معرفة 
عند قيم كبيرة الى М‏ حيث أن جدول هذا التوزيع الوجود في اللحق ب оз‏ 
بقيمة ‏ 10 ح () في حيث يمكن حسابها وبسهولة باستخدام توزيع ثنائی 
الحديد طالما ان 100 = эле N‏ كبيرنسبياً وعلى النحو الاتی . ان 

м 40 


=04 “q =1-P=06 
N 100 


فاذن ( 15,04) هم × . ومن جداول توزیع ثنائی الحدين ( او باستخدام 
اية طريقة اخری لحساب Р(х)‏ نلاحظ ان : 


Р(0) = 00005 , P (1) = 00047 , 2 (2) = 0۰0219, ... , ۳ ) 15 ( = 0. 


كذلك فان هذه الخاصية تسمح لنا بایجاد عزوم التوزیع الهندسي الزائدي باستخدام 
عزوم توزیع ثنائي الحدین . فمثلا 


р = طم‎ = 6,02 = пра = 6 


د هش ۹۹:::امئله 
مثال (۱) :اذا كان (6,4, 10) 11 هم فان , 
= 
Cs. Сї.‏ 


1— Р(х) = x = 0,1,2,3,4 
с 
aM (N-M)(N-n) 
2 24,0? : = 0. 
Px N 95 = B, NIN 1) о 


3 - Р(Х = 2) = 04286 


худ 



































مثال (۲ ) : لجدول التوزیع التكراري الاتي يطلب توفیق توزیع هندسي : 


K : 0 1 2 3 4 5 
f: 2 100 410 390 95 3 


الحل : 
ان لملم ققط عن معام التوزيع اندي الزائدي في هذا الال هو ان وا م 
والطلوب البحث عن قيمة N,M‏ وعل النحو الاتی : 








O Dh ان 0 یر‎ 
چو‎ 8 = 1000 7 
> f 
x=0 
а وان‎ 
2 2 پل‎ -2 6845 7 
ید = هسل ھجم‎ —(2485)° = 7 
t. 
х=0 
: الان بجعل‎ 
3 nM 5M 5M 
۳ ый чый Жы ي‎ 
1 N N + 8 5 
۰(۷ = 0497 N 
وان‎ 
- (М-М)(М—-п) {М —0497N)(N 5) 
2 فو هه ہے‎ 067 
82 = x. КЧ 7 248 Р 


وبحل الصيغة الاخيرة نسية الى N‏ للاحظ ان 210 .٤‏ فاذن 
ی M=‏ ونفرض ان (۶؛10,5) 13 نہ X‏ . عليه يمكن الرجوع و 
لتوزيع الهندسي الزائدي ( جدول ۲ ملحق ب ) لایجاد الکتل الاحتمالية القتر 


¥ 











بعناصر فضاء هذا المتغير والتي على اساسها يتم حساب التكرارات التوقعة من خلال 
P(x)Z f,‏ - ۳۶ والمبينة في الجدول الاتي : 


کیم (х) : X‏ 3 4 3 2 1 0 
التکرار الشاهد : 3 وو 390 40 10 2 
التكرار التوقع : 4 وو 37 397 و9 4 


مثال ۲۱ ) : صندوق يحتوي على 20 كرة. 12 كرة منها حمراء والبقية سوداء 
اختیرت عينة عشوائية من هذا الصندوق قوامها 8 كرات . ماهو احتمال : 

۔ الحصول على ثلاث كرات حمراء ضمن هذه العينة . 

ب - الحصول على کرتان حمراوان على الاقل 


الحل : 


افش اق у‏ فين di‏ الکرات اتر لوب شی الا 
واضح هنا أن (20,12,8) 110 سم . وهذا يعني ان 


8 2 
P(x)= © Сез 0x <8‏ 
Cs‏ 
عليه : 
أ احتمال الحصول على ثلاث كرات حمراء ضمن هده العينة هو : 
8 12 
0097801 = ےر - P (X=3)=‏ 
8 


ب احتمال الحصول على كرتان حمراوان علی الاقل هو 
P(X <1)‏ - 1د( > )۴ - 21 (2 < Р.Х‏ 


لکن 
)1= )۴ + (0 ے P(X <1) = P(X‏ 


و وہ GC‏ 
8 = ېې تې 


۶)۶<2( = 1 — 00008 = 0-999 2 


үү 

















| 
| 
| 
| 
| 


۱۹ о 


то 


تمارين عن التوزيع الهنډسي الزائديِ 


, إذا علمت ان (9,4,5) 13 ہ X‏ جد مايلي : 


أ دالة الكتلة الاحتمالية للمتفیر ‏ مع رسم مخطط هذه الدالة . 
ب - الوسط والتباين لهذا التوزيع . 

> العزم الثالث والرابع حول نقطة الاصل . 

د العزم العاملي الثالث والرا بع . 

.P(X21),P(X<3) ه‎ 


. افرض H(50,35,10)o!‏ ~ لاجد (2 < ×) © ,(5 > )رم 





ه ۰٦ء‏ اذا علمت أن X, ~ Н(50,40,10)‏ تقل عن 
X, ~ 14 )79, 60, 12(‏ وافرض ان X, + X,‏ = ۷ . جد : 
أل .P(Y<5),P (Y>3)‏ 
ب _ الدالة الولدة لعزوم التفیر ۷ . 
۵ ۲۲: لیکن X. H(N,M,n)‏ ولیکن Ao‏ يمثل العزم العاملی ذا 
المرتبة ۶ . برهن أن : 
M‏ 
سا = lim # = P-n, P‏ 
N‏ ھ7 
rr ٥‏ افرض ان X, <b(n p)‏ ستقل عن b(n,,p)‏ بح ٭. برهن أن 


شید 


التوزیع الشزطي للمتغير oU X,‏ 3 ر×+ یه هو توزيع 
هندسی زائدي دالته الاحتمالية هي : 


еШ еи 
Р(х, = K|x, + x, =M)= а 
м 


max (0, M — n,) < x, < min(n,, M) 


Poisson distribution توزيع پواسون‎ : ٦-٥ 


يعد توزيع پواسون احد التو زيعات المتقطعة المهمة جد فى الكثير من 
التطبیقات الاحصائیة . ویسمی فی بعض الاحیان توزیع داد > 
الوقوع كحوادث سقوط الطائرات , عدد النداءات الهاتفية الستلمة من قبل 
بدالة هاتف خلال : فترة زمنية محددة , عدد ال لوحدات 00 واسع 
لصنع معین وغیرها ا من الامثلة الت لتي تتصف بطابع الندرة . ان اول هن 
اشتق عذا التوزیع هو العالم الریاضي- الفيزيائي Simeon Denis aial‏ 
WAN) Poisson‏ ۱۸۵۰ ) الذي تمكن من اشتقاق هنا التوزيع كحالة 
تقاربية من توزیع ثنائی الحدین ونشر اشتقاقه هذا عام ۷ مطلقاًاسمه 
على هذا التوزیع . وفیم | يلي تعریف هذا التوزیع. 


ان المتغير العشوائي × هو ذو توزيع بس اذا كانت دالة 
К‏ 0 لهذا المتغير ت تأخذ ذ الشکل التالي 


= 0 other wise 


حیث 4>0 Jis‏ معلمه هذا التوزيع . وبالرموز فان P0(4)‏ ~ ٭× 


والاشکال (Ao)‏ توضح مخطط دالة هنا التوزیع . 





хуз 

















РО(А =1) 


الشکل زه ۹ ,)١‏ مخطط الدالة 


РЦХ.1) 







PAN 09 
3 & 5 5 7 ہے‎ 


۶0) А=2) 


الشکل زه ۹ (Q‏ مخطط الدالة 


۲۱۸۰ 3( 











50) =3.8) 


* ا 93101 8 7 ج 5 4 و 17 0 


الشکل ( ۰- 5 ج ) , مخطط РХ. 3۰8۱ МЫЙ‏ 





ویمکن بیان ان مجموع الکتل الاحتمالية القترنة بعناصر فضاء ‏ مساو 


للواحد وکما يلي : 


o д‏ غډي جړ ° د 
=e у‏ گے У Р(х;4) = Y‏ 
х=0 х! х0 Х! o 4‏ 0× 


لکن !× > ум‏ عن مجموع حدود АМД.‏ لانهاتیه تتقارب من ей‏ 
حسب سلسلة تایلر . عليه فان 





1 = ود (2: )۳ ڑ 


x=0 
مه ۹ ۱: الدالة التوزیعیة:‎ 
: ان الدالة التوزيعية في توزيع پواسون بشکل عام معطاة وفق الاتی‎ 
x Ak 
Е(х) =P (X<x)=e”? È xr; 
k=0 2" 


علمأ انه لايمكن مياغة هذه الدالة بشکل آخر غير الشكل الوضح اعلاہ . ان مسألة 


L 0‏ تبدو معقدة بعض الشيء аул»‏ 
Ек) А‏ کبيرة الى × . الا ان ذلك يمكن جعله امرا سهلا فى حالة 


ы.‏ یں 


التعامل مع هذه التالة وتهذا الشکل 


хм 








برمجة هذه الدالة باحدی لفات البرمجة المعروفة على حاسب الكتروني من شأنه 
حساب هده الدالة LY‏ قيمة معطاۃ الى × مثل‌عولایة قيمة مخصصة الى العلمة À‏ 
على ایة حال تم اقتراح العديد من الصیغ التقريبية للدالة Р(х)‏ كبدائل للصيغة 
и‏ عدا ينها لہ Ымыы Ыы‏ الفقرة 5 ۲ ) والبعض 
الاخر استند الى توزيع مریع كاي ( لاحظ الفقرة ж .)۱ А‏ جداول 
خاصة بهذا التوزیع ( لاحظ الجدول ۳ ملحق ب ) تبین الکتل الاحتمالية القترنة 
بعناصر فضاء x‏ عند قیم مختلفة للمعلمة А‏ . فمثلا عندماه = فان : 


۶ (0) = 0-0183 , ۴ )1( = 00733, P(2) = 01465, ... P (14) = 
00001 , P ) 15 ( = و‎ 


کذلك یمکن تعریف F(x)‏ في توزیع پوأسون باستخدام مایسمی ب « تکامل 
کاما الناقص "Incomplete аа integral‏ » العطاة صیفته ہما 


يلي ؛ 


ч еб.“ ;хе= 0,1,2... 
یگ‎ 


البرهان : باستخدام طريقة التکامل بالتجزئة من خلال الفرض | 


u = t* ¬ du = ХіХ 1 
وان‎ 


dv = وا601‎ V = - اا‎ 
L = اب‎ ۴ e tt + x [чесе | فاذن‎ 
x x! ۱ 7 

a‏ سے 

46 + 1 et." آ0‎ 

х! (х= رل ؟(1‎ 


= Р(Х=х;А) +1, 


TAY 





پا تا از E Ж. а]‏ + 5 
وپاستخدام التكامل بالتجزئة مرة اخری لحل »ی بنفس الاجراء الوضح اعلاه 
جراء الوضح 


ع وت 
L-i 5 {х 22 1)! +1,‏ 


فاذن 


1 =P(X=x;42)+P(X=x-1;42)+L_,; 


ولو استمر الحال باستخدام التکامل بالتجزئة فاننا سوف نحصل على : 


4 5716-4 Д5-26-А Дет 
I = - =+ - ~A 
x xÍ + (=D! + EES په‎ 1 +. ë 





x ۸ 
=o ۱ 


= F(x) 


ہے ۹۔ ٢‏ : الوسط والتباین 


ان الخاصية الميزة لتوزیع پواسون عن بقية التوزيعات التقطعة الاخرف هي أن 
متوسط هذا التوزيع مساو لتباینه ويكون مساویا لقيمة العلمة А‏ 


البرهان : 


© дх 











© ۳۳ 
ж БА = е^ 
д. = е سو دول و‎ 
© 4-1 © А 
یرس و 4 = — امرب‎ 1 
Хаст Хут 


لکن حسب متسلسلة تایلر فان المجموع الاخير يتقارب من غم . عليه فان . 


B = نج ۸ م‎ = À کدلك فان‎ 
a = ЕХ? - (ЕХ) 


ХА 





لکن 








EX? =B[X(X-1)+X]=e Y x(x-1) s +2 
x=0 ` 
© م۶‎ 
= ert — +5 
> (x—2)! 
де ў £ +4 ;z=x—2 
жо Z! 1 
= مر‎ ۸ ей + 2 ^. EX? = 22 +2 
فاذن‎ 
2و‎ = +۸ - 12-4 
وهذا يعني ان‎ 
M, = 2-2 


٥٦س‏ ؟ : الدالة المولدة للعزوم 


يمتلك توزیع پواسون دالة مولدة لعزومه حول نقطة الاصل . هذه الدالة هي . 
My(t) = е0‏ 


البرهان : 





© ДХ 
М; (1) = е7 Y е 
х=0 х! 
= 674 y (де!) 
х0 х! 


وحسب سلسلة تایلر فان الجموع الاخیر متقارب من منم . فادن 
etet-‏ = عقو My (t) = e^.‏ 

كذلك ووفق نفس الاجراء یمکن بیان ان الدالة للميزة لتوزیع پواسون هي : 

نی = (۱) 9 


(е 1)‏ ح() mM‏ = (۱) کا 


YAS 





وواضح بان : 
рд‏ = (۵) )ام Ле‏ = (1) یک 


وان 
э ))0( =o? = À‏ اح ()) کل 


وبشکل عام فان 
Де > KP(0)=4‏ - (٦)ا‏ رکا 


Recurrence formula صيغة التراجع‎ : 4 шо 


ان صيغة التراجع في توزیع پواسون هي : 








Р(х+1)= —_ _.P(x) 

КК х+1 : البرهان‎ 
Arti ۶ 

Р(х+1) ж نے_ ے‎ 

Р(х) ач Pre a ×+1 
х! 

فاذن 

۸ 

P(x +1( = اوج‎ 


وعن طريق هذه الصيفة يمكن تحدید الکتل الاحتمالية القترنة بعناصر فضاء 

X‏ دون اللجوء للتعويض في الدالة Р(х)‏ وانما یتطلب ذلك فقط حساب 

P )0(‏ ومن ثم تتحدد بقیة الکتل الاحتمالية اللاحقة للعنصر 0= X‏ من خلال هذه 
الصيفة وکما هو موضح بالاتي : ان P(0)=e"4‏ فاذن : 


4 4 
Р(1) = 2Р(0),Р(2) = 2-Р(1),Р(3) = م‎ 


شا ا هه 
ويشكل عام فان : 


2 : af ° 
P(j)= кала 81.2 و‎ 


نت 





: خاصية الجمع في توزيع يواسون‎ : ۵-٩-۵ 


افرض ان ,×,...,ر×, ,× متغيرات عشوائية مستقلة بحيث ان 


n п у 
Xs x È AJ فان‎ бле X~ ۳0 )4,( 


البرهان : لتکن My(t)‏ تمثل الدالة الولدة لعزوم ү‏ حول نقطة الاصل 


n 
My(t)= Ee” = E N نو‎ 


لسغ 
وحيث ان هذه المتغيرات ستقلة تصادفیاً فذلك يعني ان 


"n 7 
My(t)= П Ee“ H My (t) 
і= 1 


: عليه قان‎ МА) = eitt ON с PO(A) . وحم حیث ان‎ 


Mi )1( = П eeo 


і=1 = 


Sale) 


=1 
е! 


ويلاحظ ان الصيغة الاخيرة تمثل الدالة المولدة لعزوم متغير ذي توزیع پواسون 
بالعلمة ب فاذن р a)‏ به Y= > X,‏ 
i=1 i 1‏ ړس 


. توزيع پواسون كحالة تقاربیة من توزیع ثنائي الحدين‎ : ٦-٦-٥ 


Me c 
Ma 


E 


1 


سبق وان اشرنا في بداية الفقرة ( )٦ -٥‏ أن توزیع پواسون هو توزیع مشتو 
من توزیع ثنائي الحدین كحالة تقاربية . وفيما يلي برهان لذلك : 


YAS 


البرهان : 
إن الطلوب برهنته هنا هو : 

lim b(n,p)— ۳0 )۸ = np) 
ہ × فاذن‎ b(n,P) لیکن‎ 


Pixin,p)= CIP )1- عون »> "لم‎ 0,1,2,..,п 
п! P |ы Р)" 
х!(п—х)! 1-7 


وكما هو معلوم فان الوسط في توزیع ثنائی الحدین هو nP‏ . ولنفرض ان 
О ¿= ۴‏ لے ےم وان 
n‏ 


A 1 4 y‏ (1+×-م)...(2-م)(1- 
{тек zl‏ — تچ 8 = P(xjn,p)‏ 





XAY 

















۰ 
ونترك للقاريء برهنة الحالة الاخيرة من خلال فك القدار )+ = 1 
پاستخدام نظر ية ثنائی الحدین ومن ثم j=‏ مه مھ . عليه فان . 


А.е 


lim b(n, درم‎ : 
x! 


n> وې‎ 


;х=0,1,2,... 


فاذن ستنتج أن Хе ۴0)2۸ = np)‏ 

ان لهذه الخاصية اھمیة تطبيقية کبیره . حيث انها تسمخ باستخدام توزیع 
پواسون کبدیل لتوزیع ثنائي: الحدین عند حساب احتمال معين بمجرد ملاحطتنا 
ان п‏ كبيرة وان اختمال ¿Ú‏ المحاولة р‏ عدد صغير. فمثلاً اذا کان 
(004 ,100 )9 ہ × وتطلب الامر حساب الاحتمال (X ел)‏ فان قيمة 
هذا الاحتمال باستخدام توزيع ثنائئ الحدين هو i i‏ 

Р(Х = 10) = сї ههو‎ (096 ۳ = 00047 = 0005 

لاحظ ان هنالك بعض الصعوبة 8 حسنات هذا الاحتمال . :لکن لو تم استتخدام 

توزيع پواسون فان قيمة هذا الاحتمال هي : | 


. ٹڈ š‏ : هس هې کی 
Ы = 0 = 04 = np = 4‏ 
пр‏ = 0005,4 = 00053 = 101 ا = )10 = P (X‏ 


> 








علمأ انه كلما كانت n‏ کبيرة و P‏ صغير فان مقدار الفرق الطلق مابين 
هذين الاحتمالين بتضامل مقثرباً дай»‏ © 


١ 5‏ ۷: توزيع يواسون كحالة :تقازبية من توزیم: ثنائي الحدين 
السالب . 


یمکن التوصل ایضاً الى امكانية اثتفاق توزیع پواسون كحالة تقاريية من توزيع 
ثدائي الحدین السالب . فاذا کان ( ۳ Nb (r,‏ سم бех‏ فان 


lim مح‎ (rp) Po (= 9) 


r— مو‎ 


YAA 


хе X~ Nb(r, P) البرهان : حيث ان‎ 


...,0,1,2 = ور لو cmri‏ = (ظ ,۲ Р(х,‏ 


5 ) +۲ -1( ! ma 
= (r ix! P-a 
өз-өз 2) (rt к 
= 5 . . 
عددان حقیقیان وان‎ 9 >q = G P= ÇQ الان بفرض ان د‎ 


ШО - 8 =1‏ ان ۽ = و + و فاذن : 





(SY‏ 0 دسا لړوي 


واضح أن عدد الحدود الضروبة مع بعضها في بسط الکسر الاول من д АА‏ 








السابقة هو × . فاذن وبضرب هذا الکسر ب وقسمته على نفس القدار ول 
Q =1 + 8‏ نحصل على : 
1 - = 
(u (0‏ -) بد) | ےت +1( 
P(x, r P) = FE)‏ 


1 8 x 
e(z ) جشب).‎ ( 


ويجعل متوسط توزيع يواسون .۾ مساو لتوسط توزیع. ثنائی الحدين السالب 
اي == = ۸ فذلك يعني أن : 


ب ۲.5 = 0 ور =¿ 


م / а‏ الاحصاء الریاضی m‏ 

















فاذن : 





"0--277. 7 


ويجعل 00 K ә‏ نلاحظ ان : 


lim P(x;r,P)= گے‎ )1(.)1(...)0(.:.1( 


+ 0 





х 27А 
Eel 02 


x! 
)دن من خلال فك المقدار‎ ۶7 А У ونترك للقاريء برهنة اد‎ 
r oo r -r 

) ; همهو في рн‏ ارس سا 


وتکمن الاهمية التطبيقية لهذه الخاصية فى امكانية استخدام 


i 3‏ توز یع پواسون 
Jas‏ لتوزیم ثدائی الحدين السالب è‏ حالة حساب 


احتمال معين عند ملاحظتنا 
ان العلمة т‏ عدد كبير وان P‏ قريبة من الواحد. فمثلا اذا كان 
X ~ Nb ) 200 , 099)‏ وتطلب الامر حساب P (X=5)‏ فان ذلك يتم 
وفق الاتي : 


چھوے )200)(001( 


اس د 80 
T 099‏ 2 ۸ 
2-02 5 
E = 00371792‏ )20( = ریو مو 
АУ‏ السهولة 9 حساب قيمة هذا الاحتمال . è‏ حین لو تم استخدام توزیع 
ثنائي السالب فان 


ча. 














Р(Х=5)= С204 ) 099 (۹٩ . (001) = 00375457‏ 
وهنا توجد بعض الصعوبه في حسابه وان مقدار الفرق البالغ 00003665 ناتج 


بسبب أن قيمة ۶ ليست كبيرة جدأ وان هذا الفرق يتضاءل كلما كبرت قيمة 


٥ 


5 ۸: قوزیع پواسون كحالة تقاربية من التوزيع الهندسي 
الزائدي . 


обы‏ استناج خاصية اخری لتوزیم پواسون وهي امكانية استنتاجه كحالة 
تقاربية من التوزیع الھندسی الزائدي . أن عملية الاستنتاج سوف لاتتم بطريقة 
البرهان وانما من خلال دراسة علاقة توزیع ثنائی الحدین بالتوزیع الهندسي 
الزائدی ( لاحظ الفقرة ۰-۰-۰ ) وعلاقة توزیع پواسون بتوزیع ثنائی الحدین 
( لاحظ الفقرة ٩-۰ -٥(‏ ) وکما يلي , 
پفرض ان H(N,M,n)‏ ~ #. لاحظنا في الفقرة о)‏ ه ١‏ )ان ؛ 


lm Н(М,М,п)—Ъ(п,Р), دم‎ -М- 
مه لژ‎ N 


كذلك لاحظنا في الفقرة (ہ - 5 ١‏ ) ان 


lim b(n, (ظ‎ + ۳0 )۸(:۸ = nP 





فاذن نستنتج ان у‏ وا 
lim H(N,M,n) + P0(4);4 = ١‏ 

М N‏ کے ماق 

с‏ ہم 
We‏ لو کان (50, 190 , 200) 1 X.‏ وتطلب الامر حساب 


)30 = () ,۲ نلاحظ وجود صعوبة كبيرة فى حساب هذا الاحتمال باستخدام 
التوزيع الهندسي الزائدي فی حين يمكن الحصول على قيمة تقریبة له من خلال 
توزيع پواسون وكما يلي : 
2375 کي д‏ فاذن 
Je ë e 325‏ 37:5 { 


361 = 00324514 


P (X = 30) = 
= عت‎ 


۲۹۱ 


هك A‏ : امثلة 


Же X نہ‎ P05) آذان کان‎ : )١( Ја 


55е75 ,x =0, b2, ... 
Xi T 





1— P(x;5)= 


2- هوحم‎ = 5 
3 - My(t) = е0, Кү(ї) = 5 )# -1( 
دو‎ P,(X=0)=65, P(X>1)=1-P,(X=0)=1-e"5 
وان‎ X, P0(06) ستقل عن‎ X, < 20)4( مثال (۰)۲ اذا کان‎ 
Kas Y = X, + X, 


10۳ , ٥ 


1— Y < P0(-10),P(y)= T 


‚у = 0,1,2,... 


0 = هوحم - 2 


3— P )۷ > 1( = 8 )0( + Р(1) = ۶ 


مثال (۲ ): لجدول التوزیع التكراري الاتي. يطلب توفیق توزیع پواسون . 


۲ : 0 1 2 3 4 5 6 7 
Г: . 50 160 130 90 6 4 0 0 


الع : ۱ 
لغرض التوصل الى قيمة ۸ نجعل الوسط الحسابي لهذا التوزيع . اي کچ ۰ مساور 
إلى 2 . اي . 


АХ 





مد 
x‏ 
بسر 


x 0 = з 1948 = А 
е? 
х=0 
فاذن‎ 
) ۱948 (۴ ۶ 
Р(х) = ` = Jx =6,1,2,... 


وعن طريق صيغة التراجع يمكن حساب الکتل الاحتمالية القترنة بعناصر فضاء × 


ç وهی‎ 
x: 0 1 2 3 
Р(х): 01425589 02777047 43 01756344 
1 : 4 5 6 7 


Р(х): 00855339 00333240 00108191 ۰ 1 


عليه فان التکرارات التوقعة يمكن حسابها من خلالها ضرب Р(х)‏ بمجموع 
التکرارات والوضحة اقیامها في الجدول التالي : 


قیم «: 7 6 5 з а‏ 2 1 0 
التکرار الشاهد . 0 0 4 66 90 130 160 50 
التكرار المتوقع ۰ 2 5 17 43 88 135 139 71 


X ۳0)2(‏ جد الدالة المولدة لعزوم الدرجة 


lim M, (1) = e”? 
2 + مه‎ 


مثال (t)‏ اذا کان 
المعيارية Z‏ .اي Ме)‏ ثم بين ان 


Ў = 


الحل : حيث ان X ~ РО(А)‏ فذلك يعني ان УЯЛ‏ 


(223) 57 
== : دادن‎ 
Jà 





M, (t) = Ee’ = Ec 


vay 























عليه فان جے ۱۷۸٧‏ )ږې ړل M; (t) = e”‏ 
الان فان القدار ۸ ۸/۷ وحسب متسلسلة تايلر ماهوالا : 


23 © { I y 2 
ДЕЕ ی ا ی‎ жщ 


5-35 Е! وډ‎ 7 + 0)4( 


м 


حيث ان 0(А)‏ تعني حدود لاحقة تتضمن 4 في مقاماتها ہقوی علیا . 





وہذلك فان +E ro)‏ او )نو وي ۔ 
له M; )۱( =e‏ 


My (1) = е/2+0(2) 
lim My (t) = е? الان پجعل 49 فذلك يعني ان‎ 

А» о 
А عند جعل ص‎ дой حيث ان الحدود (0)4 تتلاشی مقتربة من‎ 
وسوف نلاحظ لدی دراستنا موضوع التوزيع الطبيمي العیاري في التوزيعات الستمرة‎ 
. تمثل الدالة الولدة لعزوم هذا التوزیع‎ ٠ بان الدالة‎ 


مثال (ه ) : افرض ان (۸) ۳0 ~ -فاذاعلمت أن(2 = Р(Х = 1)= 2Р(Х‏ 
جد قيمة 4 ٠‏ 


الحل : ان 


ze 4‏ 
س 12ء0 سور كاد P(A)‏ 
عليه فان . x!‏ 


2 2و 
سسب Р(Х = 1) = Де7%,Р(х=2)=‏ 


55 


وہما ان(2 = ×) 28 = (1 = ×) ٥‏ فذلك يعني ان 


Aet‏ = ۰4ھ 


وبحل هذه الصیفة نجد ان 1 < . 


€ — @ 


уо 


: ۲۷ о 


: ۲٩۹ 06 


تمارین عن توزيع پواسون 


افرض أن X, ~ P0(8),X, ~ P0(6),X, ~ РО(4)‏ 
رک S‏ ھت . يطلب اجراء ما 
أ جد الوسط والتباين الى у, 2%, +X,,Y, = X + X,‏ 

.Y,= X, + X, + X, 

ب - جد الدالة المولدة لعزوم Y =X, +X, + X,‏ 

> ارسم مخطط دالة الكتلة الاحتمالية الى Y = X, + X,‏ 

.P.(X, < 3 — X,), ‚Р(Х, +X, 22),P. (X, +X, > د جد(3‎ 





اذا کان -X < P0(4)‏ برهن أن : 
_ الدالة المولدة للعزوم العاملية هي 2*۳ - M )٤(‏ 
ب ۔ العزم العاملي ذات المرتبة ۴ هو ع ريم. 
اذا كان ×= ӘХ‏ النوال الوحید في توزیع پواسوں بالعلمة ۰2 برهن أن 
> 6 > ۸-1 
اذا علمت ان P(4)‏ لم X‏ وان ۷ متغير آخر توزیعه الشرطي علماً ان 
K|X = x) = CIP )1 PF, Кох x‏ = ۷ ) و 
1 > ط > 0 . برهن ان التوزیع الحدي للمتغير ۷ هو توزيع پواسون 
بالمعلمة AP)‏ )۰ 
افرض ان POCA)‏ ~ ,× ستقل عن P0(4,)‏ و . برهن أن 
التوزیع Ро‏ للمتغیر ш Х,‏ أن X, =n‏ + رک هو توزيع ثنائي 
الحدين بالمعلمتين ۵ ,ي2 + Рд ЈА‏ 
اذا كان X< PO(4)‏ . برهن أن ЕХ!‏ يكون متقارب عندما 
1 > > 0 ویکون متباعد عندما 1 < ۰4 


Ао 


Power series distribution توزيع متسلسلة القوی‎ : ۷ ٥ 


في هذه الفقرة سوف نستعرض توزیع آخر من النوع المتقطع من شأنه تولید 
بعض التوزیعات التي سبق وان درسناها في فقرات سابقة . 

يقال ان المتغير المشوائي ‏ يتوزع وفق دالة توزیع متسلسلة القوی اذا كانت 
دالة الكتلة الاحتمالية لهذا المتفیر هى 
کي a‏ 


f(c) 


= 0 other wise 





P(x) = ;x=0,1,2,.;,a,. > 0 


حيث a,‏ دالة غير АМ.‏ بدلالة X‏ وان f(c)‏ دالة:موجبة محدودة قابلة 
للاشتقاق في ,0 < ء وان (с) = Ха‏ حیث Q‏ تمثل مجموعة جزئية 
معرفة في حقل الاعداد الص حيحة ( اي انها مجموعة قابلة للعد ) واضح ان 


1 
۹ a,- = ,سس‎ f (0) = 1 
xa Q f(c) > f(c) 


ہے ۷ ۱: الدالة المولدة للعزوم 


ان الدالة المولدة لعزوم توزيع متسلسلة القوی هي , 


Бех y 4 a” 
t)= = ет. 
080 х=0 fle) 


1 بای‎ 
= — — Y a (œ) 


(о) „0 





وحیث ان a,c*‏ $ = (6)] فان У а„(се')* = f( ce)‏ فاذن 
х=0‏ 
х=0‏ 


f (ce) 
(с) 





My, )1( = 


тах 





واضح ان الدالة المولعة القراكمية<هيخ* سس سو 
(6)؟ 19 - ( * 


وژ زژلۍ )۶ My(t) = In‏ جا 
كذلك فان الوسط لهذا التوز 


)یلا 


5 a, 1 ار‎ 
عور‎ Ух. У Жый го 
„=o f(e) fle) مر‎ 

бе)‏ :0 وپ وع 
ёс‏ 


fe) Т Е гс) 








P(c) 
f(c) 





ران بان يبهذا لوزي عو 
یر 


2 = ЕХ? — (ЕХ) 
EX? = Е[Х(Х- 1) + Х] = EX(X -1( + ۸ 


х 


+ А, 





نڅ ° 
тс)‏ زو 


*=0 


1 


с? © +. Р 
Y x(x — ija + py 





1 


fle) و‎ 
2 afle) 
+ 


де? 








f(e) 
(с) f(e) 
с 5 7 

f(c) f(e) 
5515 


(с) бу) [оге 
оу = © +c et : 
f(c) f(c) {(с) 


yay 




















. حالات خاصة من توزيع متسلسلة القوى‎ Y ۷ о 


يمكن استنتاج عدد من التوزيعات المتقطعة التى سبق دراستها في فقرات سابقة 
كحالات خاصة من توزیع متسلشلة القوى . هذه التوزيعات هي : 


١ب‏ توزیع ثنائی الحدين : 
اذا تم اختیار = وحيث 1 > +e)",q =1 — ۳,0 > P‏ 1) = (۲)6 
حیث عدد موچب صحیح , وان Q={x:x=0,1,2,..,n}‏ 


II 
Ma 


f(c) ac = )1+ c) 


0 


1 


х 


وحسب L‏ ثنائی الحدين فان 


)1 +e)" 


n 
رز‎ er. 


x=0 
فاؤن‎ 


(с) = Уас Y со 
х=0 


х=0 


وھذا يعني ان а, =с"‏ عليه فان : 


сх n x 
Р(х) = 8, с: (Р/9) 

f(c) ( ж 

— +1 
9 
رای رھ لق = x‏ کې اتم = "9 تچ Р".‏ ړن = 
لاحظ ان 
u‏ 1 

M, (t) = =) 8 یی‎ 


f(c) )1 +e)" 


YAA 











کہ 
۹ 5 
(t) = (q + Ре)‏ رات 

ومنها يمكن حساب عزوم التوزیع . 

. توزیم ثنائي الحدین السالب‎ с 


بفرض ان حيث 1 > 8 > 0 وان e)‏ -1) = (6)؟ حيث ۶ 





c= 
1 + ۶ 


عدد موحب (... ,2 0,1 < Q = {х K‏ عند فان 
бе) = Yaece=(1-c)”‏ 


х=0 


وحسب مفكوك ثنائى الخدين البالب فان 


(1—с)б= Y(- سے و‎ 


x=0 " سك‎ 
فاذن‎ 
бс) =  ас*= Y (—1)*су'с* 
х=0 х=0 
. عليه فان‎ а, = ) - 1(*. с وهذا يعني أن‎ 
ae _ (-—1).C7(P/i+p) 
Р(х) = (о ш МОР وہ‎ 
1+7 








ТРЕТ ا‎ ۳ же 
а тага وبا‎ 


۹۹ 




















1 
ы‏ السا )د 
فاذن 1+Р‏ 
ويظلت من القاريء ایجاد الدالة المولدة لعزوم Ма‏ التوزیع . 


۳ توزيع پواسون 


بفرض ان © = (е)‏ وان (..,0,1,2 >-×:×) = © عندئذٍ فان 


бс) = XY که‎ = е 





х=0 
وحسب متسلسلة تايلر فان‎ 
° € 
6° = — 
ود‎ Ж 
لذا فان‎ 
о © 1 
(с) = У ag = у خرس‎ 
х=0 وړ‎ X! 
۱ l ږن‎ 
قادن‎ а = س‎ о يعي‎ 
x! 
که‎ 1 = 
Р(х) = سب سس‎ 
f(c) x! ё 
сте? 
= ——;х=0,1,2, 
х! 
. X فاذن (6 ) ۳0 بح‎ 


Tau 





. توزيع المتسلسلة اللوغارتمية...‎  ؛‎ 
Logarithmic series distribution 
yas © = (хох = 1,2, -( وان‎ f(e)= - ھا‎ )1 - e): برض أن‎ 


а„с* = ۹۹ c) 
1 


i و‎ 


f(c) =‏ 
وحسب متسلسلة تايلر فان 


SS 
- (0)1 - ےھ(‎ YX وس‎ > >1 
1 


5 وسر 
فاذن 
رح бс) = X а = у‏ 
х=і х= 1 x‏ 
. 1 : 
وهذا يعني ان ل = a,‏ لذا فان , 
x‏ 
F‏ . سیت 
Р(х) = =‏ 
f(c} = xin {1 — c)‏ 
c‏ 
001 2ا لاک تو تب 
ې * c)‏ +-1) 18 


` 


واذا تم اختیار ‏ = ححيث P‏ يمثل احتمال نجاح المحاولة في تجربة مافان 


х= 1, 2, وی‎ > P <1,q =i —P 





P(x;P) = na” 


نک 














تمارین عن توزيع متسلسلة القوی 


ه ۳, افرض أن ا متغير عشوائي يتوزع وقق دالة توزيم متساسلة القوی وان 


x= 1,2, 1) ( 7/)1س) حیث 1< > هرا رھ - 1) د‎ +P) 
وفق هذه العطیات؟ جد الوسط والتباين‎ X ماهو التوزيع الاحتمالي لامتفیر‎ 


РЕНІ] لهذا‎ 


. برهن ان الدالة المولدة للعزوم العاملية لتوزيع متسلسلة القوق هي‎ ء۳٢‎ -٥ 


f[e(1 +t)] 


M(t) = S 


۰۳-۰ برهن ان العزم العاملي ذا المرتبة K‏ في توزيع متساسلة القوی معطی 
بالصیفة 
Вау = С (c)/ Fle)‏ 


: برهن أن صيغة التراجع في توزيع متسلسلة القوى هي‎ : ao 


\ 1 + رھ 
۱ ۰ 
а.‏ 


.P(s + B= C. 





А5 


۸: التوز زیم مشعدد الحدود۔ 
The Muttinomial distribution‏ 





А.‏ من هذا الفصل ان دراستنا أ للتوز يعات . المتقطعة 
كانت متصة على حالة وجود متغیر عشوائی واحد uni- variate‏ يتوزع Gis‏ 


7 
لاحظنا ق 


دالة کتلة احثمالية كدالة توز يخ ثنائی الحدين ودالة ооз Eas‏ وغيرها j Р‏ 


š е‏ کش و او ہر Ж‏ دخ اٹ 
هده الفۃ о ум‏ سوف ضف ذستعرضص حالة وحود عدة ША ыйл‏ سور 2 Saana‏ وقق ajia‏ کله 





Б^.‏ ان احد pal‏ التوز یعات ГЕТРИ]‏ المتغیرات وکن اللوع ع المتقطع هو 





توز 


توزیع متعدد الحدود الذي يمكن اعتباره حالة اکثر عمومیة لٹوزیع ثنائی الخدین . 


لن آن هدالك نوز يعات ات اخری متعددة التغیرات من النوع akadi‏ مثل توز یج : 





وفیفا يلى 
x Š‏ رب میگ مرک تتوزع مجتمعة وق دالة 


А‏ الاحتمالية الشتر که لهذه التغیرات تأنخذ 


پواسون متعدد التفیرات وتوزیع ثنائي الحدین متعده ال 


تعریف لهذا التوزيع ؛ يقال ان أ 





о)‏ متعدد ادر أذا كانت 


الشكل التالی , 


P (j Ks ولا‎ 





حیث أن کار ب2,ا = 101 ,... بك ,1 0 = وان P,‏ .. سا :8 تمثل معا 
التوزیع بحیث أن |> ,>0 وان 27 а е‏ وللسهولة ë‏ ق اکتا 
او کی 


i= i= 


„а عناضرہ‎ 5 vector е يمثل‎ x پان‎ z] ویفرض أن‎ 


x 


التفیرات د پا وه وره Xp‏ فان 


+4 








الة P (x)‏ في الحقيقة لا ماهي الا الحد العام لفكوك متعدد الحدود للصيغة 


: فان‎ К Е; 


لا 





п! ا‎ ЕРЫ ام‎ 
(ی×ئ×)۶‎ = —— Ph. э: 
: XÎ نے‎ kas. 


لكنه = x,‏ + قان × نت ñ‏ = کوان PIP, РР,‏ وهنا یعنی 
REE ۳ ۱ ۳‏ 

1 او‎ | e FR 2 
P(x). Ps (1 Py - 012. 


7( 8ا 


= Су СОХ ۳ 





P(x) = сеа р.у СИ 2.52 


من ذلك یتضح أنه في حالة وجود متغيرين فقط فان دالة هذا التوزیع تعبر عن 
دالة توزيع ثنائي الحدين للمتفیز LX,‏ التغير X,‏ فمثل ١‏ اذا کان X,‏ یمثل عدد 
حالات النجاح في تحربة معینة فيها احتمال نجاح الحاولة الواحدة هو ,8 وان 
(,,ھ) فان عدد حالات الفشل ولا فی هذه التجربة هو Lal‏ متغیر عشوائی 
کی وفق J‏ توزیع КЕ‏ ئي الحدین بالعلمتین n‏ ,7- ساعرظ اي أنه обы‏ النظر 
هذه А ў‏ بمنظارین LÍ‏ عدد جالات نجاح. ааа‏ أو эде‏ حالات فغلها فاذا 
علم عدد حالات النجاح یمکن التوصل لعدد حالات الفشل والعکس صحيح طالا ان 
مجموعهما مساوٴلندد n 0а‏ وان اختمال النجاح مضاف اليه احتمال الفشل 
هو العدد (1). والشكل (v о)‏ يوضح مخطط دالة توزيع متعدہ الختدود پالعالم 
5 ,0-3 ,0:2 ,4 . 


ویمکن بيان ان e‏ الاحتمالية آلشترکة المقترنة „Аш‏ المتجه × 
مساو للواحد دلالة علی ان دالة توزیع متعدد зулай‏ هي دالة 4:5 \ حتمالية مشتر کة 
کما هو مبین بالاتي , 
3 
f Рӯ‏ . 


{=1 





хуа 


* ç 














Р(х) 





شکل ( ° = ۷)؛ مخطط لتوزيع متعدد الحدود 7 


P(x) )سس‎ mem 
رع‎ aaa aai پور‎ (озун 








لکن وطبقاً لنظرية متعدد الحدود من درجة n‏ فان , 


(P, +P, +. + P. = у 


م 
л А‏ ,< الاسمماء الرياضي 





هس هس ۱ الدالة الولده لعزوم توزیع متعدد الحدود . 


أن الدال А‏ المولدة لعزوم توزیع متعدد الحدود من شأنها تولید العزوم الحدية ( ای 





عزوم كل متغير بشكل منفرد ) وكذلك العزوم ته کة مابين اي متغیرین او اکثر 
من متغيرات التجه ۶ . هذه الدالة هي د 7 | 
isl‏ 
البرهان * M, (t) = Ве‏ 
t] че‏ رار ] ا 
3 
y ai к k‏ 
H P=}, Pet)“‏ کس уез:‏ = 
x n х, ! і=1 х 1 x, í 21‏ 
1ے کت 


š Á 0 7 1‏ ۱ 20 ا 
وطبقاً لنظرية متعدد الحدود من درجة n‏ ولاية اعداد حقيقة مثل 
а,‏ و ۰۰« 8 و و8 فان 


п! و‎ 

(a, +а +... + رو = "ليه‎ ~~ П аў 
ور‎ ss 

x, ! 


iat 


وبوضع Вн‏ = يه е»‏ على : 


(Руен + Paez +, + Ре) =}, x П (Pes y 
x 11 x 1 i=l ۲ 
ЕИ فاذن‎ 
r ۸# 7 
My (t) = | 7 ee | 


і=1 


1 - ۸, )1 < 0) =1 
2 را س‎ (t = Û accept t, # 0) = My (4) 
3 —My(t = 0 accept راما‎ # 0) = My پر‎ (1,0) 


٩٩ 


3 
4 - عد (1) کا‎ nin у Pet 


دسم ٢‏ : الوسط والتباین والتباین المشترك 


لاغراض السهولة في التوصل لصیغ هذه المقاييس فاننا سوف نستخدم الدالة الولدۃ 
التراکمیة K (t)‏ وكما يلي : 





3۷ (t) 
۱ ان شو ری‎ 
° ôt; وپ‎ : 
aK (t) ` لکن‎ 


А 
با‎ 





۵ مساو للستجه الصنری ( اي ان‎ t Аж Да з 


3 ی = U‏ سیل راک اتحصل 


А 
على‎ 


БА - EX, x= BP, , i = Fah y k 


كذلك فان 





7 0 


С 2 5 
£ K N | 
ek Û Ü ри (ف)(‎ tere) لکن‎ 
д, 7 7 2 بس‎ 
۱ لا‎ Pei 


OEE 2‏ 
وبجمل المتجه t‏ ماو للمتجه الصنری تحصل على : 


1,2,...,К‏ = 1ی ( =пР,(1— P‏ کي 





كما وان 


0 
© 





М = 


ак, (t 
0 RDF a ne | 5 ( 
têt, 


-2 
ва) ; ee | 


وبوضع 0 = تحصل على 


لح 


1 


ay = س‎ nP P; ,1,) > 1,2,.. n 


Y - 8-5‏ : مصفوفة التباین والتبا ین الشترگ ومصفوفة الارتاطات . 
على ضوء صیغ التباين والتباين الشترك التي حصلنا عليها في الفقرة ( ۰ - + 
٢‏ يمكن تكوين مصنوفة التباين والتباين الشترك للمتجه X‏ وكذلك مصفوفة 
الارتباطات بين اي متغيرين من متغیرات هذا التجه وعلى هذا النحو الآتي , 
بفرض أن o = 05 = ۵۴, )1 — P,)‏ وان Соу (X,,X,) > dy‏ فان مصفوفة 
التباين والتباين المشترك للم تجه × هى , 


2 
оү б, б; + бщ 


2 
б, 9) б; oe x 
2 2 
yea په 03 692 روت‎ | 592 = nP,(1— ل7‎ 
: ау = — NPP, 
Oki G бұз о? 


КХК ذات مرتة‎ (G = бу) مصفوفه متمائلة‎ V ان الصفوفة‎ ы 


, كذلك فان‎ 
Р G;  _ — арр, 
Т سس بسح‎ 
99) У эРд, لپ‎ ПР; 

















وعندئذ فان مصفوفة الارتباطات R‏ ستكون . 


1 82 013 Pik 

Pas 1 Раз Pm 
R = | روم‎ P32 1 Pak 

Pri و2‎ Pra Ы 1 


كذلك فان R‏ مصفوفة متمائلة (pg Ра)‏ ذات Kiga‏ × .ان رتبه 
۸ صفوفة ۷ وكذلك الصفوفة R‏ ھی(1 - K‏ )بسبب ان 20 | HR‏ 7 |( الرمز 
| |یعنی محدد الصفوفة ) . وهذا يعني ان هاتين الصفوفتین شاذتان Singular‏ 
des . matrices‏ هنا الاساس يقال ان توزیع متعدد الحدود هو توزیع شاذ 
Singular distribution‏ وان الب فى ذلك يعود للشرط المفروض على ھذا 
التوزيع وهو أن р L X, = n‏ لذلك ومن الناحية العملية فانه غالبا مايتم 
حذف احد التغيرات لاقل ы‏ من 0и‏ متغيرات التجہ ‏ والتعامل مع(1 = (k‏ 
متغير فقط حيث ان هذا الاجراء يؤدي الى التخلص من حالة الشذوذ في هذا 


د ۸ سب : مثال : اذا كانت : 


0 
P(x, ولا ويلا‎ ( = E] )01 (۳۱۰ )03 (۳2, ( 06 уз 
وکا‎ ! 1 іх, ۰ 


تمثل دالة توزیع متعدد الحدود بالتغیرات X,‏ مک مرگ бше‏ 

: فان متوسطات هذه التفیرات هي‎ ١ 

EX, = 110) (01) = 1, EX, = (10)(03) = 3, EX, = )10()0:6( = 6‏ 
Y‏ ان تباينات هذه التفیرات هي : 


21 = (03()97) مر = 02 , 10(01)(09)=09 
4 = )10(06)(04 = 


2 
2 


2 


ї 


9 
3 
1 


۹ 





۳ أن التباینات المشتركة مابین أي متغیرین هي : 


аш = — (10)(01)(03) = — 03,a,, = — (10)(@1)(06) = — 0%, 
ور‎ = - (10)(03)(06) = — 8 


£ ان مصفوف التباین والتباين الشترك هي : 


09 – 3 — 06 
Ұ = Tapa 21 -18 
а 06 18 24 Д 
لاحظ أن‎ 


09 -03 -6 
|V|= ]- 99 ۰ 21 - 18 | وب‎ 
- 06 — 8 240 


8 - ان معاملات الارتماط بين اي متغيرين من هذه المتغيرات ھی : 


۰ — = ہم ,04082 — = ورم ,02182 — = ورم 


: فاذن‎ 
r 1 — 02182 — 27 

R = f- 2 1 — 8 13 = 0 
— 04082 — 03018 1 Д 


دو 


۲:۳: ے٠‎ 


r YUY: اق‎ 


: ۳۷ „0 


ЙӘ 


اذا علمت ان التغیرات العشوائية Xy .... X.‏ وواه تتوزع مجتمعة وفق 


دالة توزیع متعدد الحدود بالعالم يب Po Po‏ بل برهن أن ( ХЫР‏ 


اذا کانت وھ Xo Х.Х‏ 2 متغیرأت عشوائية تتوزع رقق توزیع йа»‏ لحدود 
بالعالم Р‏ عو در b‏ . جد التوزیم الشترك الشرطي ال Х.х, d‏ 
علماً ان Хук‏ 


افرض ان X6X,.. X,‏ متغيرات عشوائية مستقلة بحیث أن 
Pol)‏ ~ . برهن أن التوزيع الشر aP‏ لحادثة تقاطع ز 
ضرب ) هذه التغیرات EA‏ آنے = y X,‏ هو توزيع متعدد الحد 








١ ١ 2,‏ کے 


بالعالم Риера‏ .ثم بين اذا كانت k, = А‏ ,... ,2 با = 1. فان 





= 


А, 


мч 


imi 
РЕР هذا التوزیم الشرطی هو توزيع متعدد الحدود بالعا‎ 
| n افوس تاه هد مت و‎ e 


اذا علمت ان ےک وک موا Xo‏ متغيرات عشوائية تتورع وفق دالة ترزیع 

متعدد الحدود بااعالم ۵4 ,0:5 ,002 ,21 ,^^ یی التواله, . جد مایلی : 

أ دالة التوزیع الشترك о)‏ التفیرات . 

ب - الوسط والتباين لكل متغير منها وكذلك التباين الشترك . 

ج . مصفوفة التباين والتباين الشترك ومضفوفة الارتباطاث ثم بين ان 
ماتان الصفوفتان غاذتان . 

د معامل الارتباط الجزئي بين Х,,Х,‏ استبعاد اثر التغير “Ху‏ 
معأمل الارتباط الجزئی رت بعد استبعاد اثر Х.Х,‏ 

نے سامل الارتباط التعدد بين X,‏ یع مع X;, Х.Х,‏ . 

و التوزیع الحدي لکل متغير من هذه تم ترا . 

ز - التوزيع المشترك للمتفرین X,‏ ,و . ماهو هذا التوزیع ٩‏ 






түу 





AY 





Am سري‎ 


التوزيعات المستمرة النظریة 





۹6 


الفصل السادس 


التوزیعات المستمرة النظرية 


استعرضنا 9 الفصل الخامس sal‏ التوز یعات المتقطعة النظرية ذات الاهمية 
التطبيقية فى النظرية الاحصائية . في هذا الفصل سوف Kp‏ . الاعتمام على دراسة اہم 
التوز د مات المستمرة النظرية وذلك من خلال اعطاء تعر یف متکامل لکل توریع مخ 
عرض майа» Ў,‏ . 


: التوزيع المنتظم المستمر 


Continuous 876 distribution 


وسمى في بعض الاحیان بالتوزیع الہ مستطیل سر رر 
distribution.‏ نظرأ لان مخطط دالة هذا التوزيع يأخذ شکل المستط 
أهم استخد امات مد | التوزيع > هي تکوین شا ایسی يل » جداول الاعداد \ ری “ 


التي تستخدم $ اختيار عينة عشوائية من مجتیع احصائی . 


يقال ان المتغیر العشوائی X‏ يتوزع وفق دالة التوزيع المنتظم المستمر اذا كانت 
دالة الكثافة الاحتمالیة لهذا المتغیر هي . 


1 
fab} = а" закись 


= 0 other wise 


حیث ab‏ هما معلمتا هذا | التوزیع وان ط > و عددان حقیقیان . والشکل 
)١-5(‏ يوضح مخطط د ае‏ 


ره 





الشکل ( ۱-۰) ءتوضيح لمخطط ذالة توزيع منتظم مستمر . 








ویفکن :نيان ان المساخة تحت مخطط الدالة f(x)‏ المحدودة بالمستقيمين 
=b,x=a‏ ×مساویة للواحد УУ»‏ على کون f(x)‏ دالة كثافة احتمالية وكالاتي : 
b 1 b‏ 

f f(x)dx = Tera [ dx = 1 


а 


Distribution function الدالة التوزيعية‎ : ۱ ے١‎ А 


ان الدالة التوزيعية في التوزيع المنتظم المستمر هي : 


х Д * چس ات‎ | 
кх) = | Nudu =/ لپ‎ | = ЕЕ ;a<x<b 


a 








واضح ان 0= (8) ۳ ,1 = (ط) ۶ . والشکل (Y= A)‏ یوضح مخطط هده 
الدالة . | 


٦٦, 











F(z) 





a b 


شکل (тл)‏ , مخطط الدالة ([5) لتوزيع منتظم مستمر 


m 


Mean and Variance الوسط والتباین‎ : ١-٢-٦ 


ان الوسط في التوزیع المنتظم الستمر هو + 8 والتباین هو لله - دا 





* السرهان‎ 
К р 1 7 1 bina? 
ولا‎ x dx = ۱ 
= bhad, b-a 2 
a+b 
لت‎ 
کذلك فان‎ 
= EX? — y2 б 
р 5 وبما ان‎ 
1 b 1 E ہے‎ 
ЕХ? = f 2dx = b © 
b—a da =a 3 


a? + ab +b? 
3 


ү 

















فاذن 
ab + ۶ с (b - ay‏ + 2و 
12 


٦ے‏ ١ے‏ : الدالة المولدة للعزوم 
Moment generating function‏ 


پمتلك التوزيع المنتظم المستمر АЙ»‏ مولدة للعزوم . هذه الدالة هي : 


1 b 
My (t) = Ee* = ——— ۱ е^ах . 
هل م‎ 
— — ,t>0 
t(b —.4) 
۱ б کے‎ 
وهو شكل غير محدد ومن المعروف ان‎ My )0(- ويتضح من هذه الدالة ان‎ 
يمكن‎ » Lopitals Rule .لکن وباستخدام « قاعدة لوبتيل‎ My (0) =! 
: اثبات ان1 = (0) ,14 وکالاتی‎ 
تم یت‎ g (t) 


My, (1) = ——— = 
©) 6-а) رع‎ )1( 


فاذن (t) = be? - ас‏ رع )٤( = Ьа,‏ پُھ عليه فان 
giit) b-a‏ 


lim М, (t) = lim — = =1 
0 ون‎ Balt) b-a 


TA 

















وحيث أن مسألة التعامل مع هذه الدالة لتوليد عزوم التوزیع تبدو معقدة لذلك 
سوف نستعيض عن هذه الدالة من خلال اشتقاق صيغة للعزم ذي المرتبة ۶ حول 











تقطة الاصل وكما يلي : 
b КАШЫ atl‏ 1 
EX Га = М9(0);г=1,2,...‏ 
b-a ld, (+1) (6-а) :‏ 
٩‏ لعزوم المرکزیة 
العزم ذو Ыыы}‏ ق التوز ji‏ لمنتظم المستمر هو 
b‏ 1 
په رې | سل = رہ E(X-‏ 
۰ھ (b~ py)? (а‏ 
Е (r+1)(b а)‏ 
وبما ان 
a+b b –‏ 
و و ل سے ما = b-p‏ 
2 2 
وان 
a+b a-b‏ 
= نا وچ ہے 35 
БЕ: 2 2‏ 
و بالتعويض واخراج عامل مشترك نحصل ЕДЕ‏ 
ва): р (тр‏ 
Е(Х = .‏ 
а)‏ -۱()9 + ).2۳*۱ ).6 : 
ویتضح من هذه الصيغة ان 
(b ~a) 1 5‏ 
عند رو< ۳ سے سس = f‏ سے (х‏ 
к в.) 27(r +1) 5‏ 
3 عدد فردي К‏ 0 = 


хла 























. ہ : خاصة البتر في التوزیع المنتظم المستمر‎ ١5 


بفرض ان × يتوزع وفق دالة توزیع منتظم مستمر على الفترة (asb)‏ 
Kae‏ فان اي بتر في التوزیع یولد توزيع آخر هو توزیع منتظم مستمر . 


البرهان : 


افرض اننا نرغب بعمل بتر في التوزیع بحيث ان الدالة (0؟ تکون معرفة على 
الفترة (4,)6.4 > ۵, 9 > ره > و عندئذ فان 
f(x)‏ 
Е(4)— 2)6(‏ 


а ~ 6 - 8 لکن‎ 


1) ۱0 <x <d) = 








а 
تحن و جن ہج تھ‎ 
1 فاذن‎ 
b-a 1 
f = = = І 
) ۱6 <x <d) ша ہے‎ ИРКЕ c<x <d 
b-a هځ‎ 


والدالة الآخيرة ماهي الا دالة توزيع منتظم مستمر معرقة على е, узай‏ 
ЈА‏ ( <- ۴) پوضح مخطط التوزيعين . 
Je)‏ 


1 


4-с 








= 
р 
- 
ت‎ 





س س ان للم = ت چا اسم ساب تو ول с‏ 


a c 


الشکل -٩(‏ ۳) ءتوضیح امخطط توزيعين منتظمین ۔ 
РА чч.‏ 
کے 




















مثال (A)‏ : اذا كان × يتوزع كتوزيع منتظم مستمر على الفترة ( 6 + 2 ) عندئز 





ہجو 
6ک > 2وست = f(x)‏ - 1 


4+ وت 
6× کے 2 ہت 4 روم یی 








6+! еЗ 21 


سی رو راس صظ سن سے = EX‏ —4 


4(r+1) 
x 
. 000 — r= 2,4,6,... 
تیر ہہ دد و كنل‎ 
مه‎ P (X <5)=(É )5(۳۶ 075 , , 


2 


مثال (۲) : اذا علمت أن X‏ متغير عشوائي.. يتوزع کتوزیع منتظم مستمر على 


الفترة( a a‏ - ,0 < وجد قيمة 8 بحيث انا سپ ا(1 < )۳ 


الحل : 
واضح هنا ان وت سود (буе‏ 
عله فان 
شی 
a 1‏ 
سي = 4 pane | —у‏ 
او آن 1 
= (1 
5 هس 


و بحل الصيغة الاخيرة نجد أن 3 = ۵ . 


17У 3 


م y‏ الاحصاء الرياضي ; yy‏ 


(а,Ь) يتوزع کتوزیع منتظم مستمر على الفترة‎ X اذا علمت ان‎ (<) а 
العشیر‎ aD = ,وان 9.... ,1,2 = ز‎ j وافرض ان 1,2,3 = ز, ر@ یمثل الربیع‎ 
برهن ان‎ . j 


(4 - ј)а + (ز-10) 3 فز‎ 2+ ib 


g = E 
з 4 1 . 10 
فذلك‎ (а, bjia البرهان : حيث أن × يتوزع کتوزیم منتظم مستمر على‎ 
: يعني أن‎ 
x-a 
Fs —— 
5 b-a 


وبذلك فان الر بیغ ٠ j‏ يمثل قيمة × التي тку д-т‏ عليه فان 


x-a j 


b-a 4‏ 
وبحل هذه الصيغة نسبة X JY‏ ومن تم التعویض عن X‏ ب ر© 


تحصل على : 





F(x)= 


12,3= }‚ زو نه 


ду 1 


ووفق نفس الاجراء نترك برهنة الشق الثاني من الثال للقاريء ۔ 








تمارین عن التوزیع النتظم الستیر | | 





/ 
2220 — / 
5 ۱ اذا علمت ان X‏ يتوزع كتوزيع منتظم مستمر على الفترة ( 10و 4). Ёз‏ 
مايلي : 
أ دالة الكثافة الاحتمالية للمتغیر ‏ ثم ارنم مخطط هذه الدالة . . 


ب - الدالة التوزيعية مع رسم مخططها . کی ٹس 
اند الوط والتبا ین في هذا | التوز بع . | Ë‏ 
2 - العزم | الثالث واليا بع حول aha‏ کات والغز م الركزي | الرايع . سک ویو خد 


š - ы Ж 
0 ھت‎ 


z > ۷ 


وت دا کان يتن шыш‏ مر رل يرف آن + پا 


الوسيط لهذا التوزیع مساو لتوسطه x‏ ۱ 1 
ТЕТО‏ مو سط ل لهذا التوريع {тй (b— а) ов‏ 
уул‏ ليكن ا Las‏ عغوائیاً يتوزع کتوزيم منتظم مستمر على الفترة 
a,a)‏ ) 0 < وبرمن أن : 
أ الدالة الولدة لعزوم X‏ حول ika‏ لاصل هي 
„My, (t) = (sinh 65‏ 
ب الدالة الميزة لهذا التوزیع ھی é(i)= e. зіп абай‏ 
> ج ان العزم المركزي ذا المرتبة ۲(۶ عدد زوجي ) هو (1 + )٣ه‏ 
٤-٠‏ اشتق صیفة لعامل الاختلاف في التوزيع النتظم ا ستمر . 















پٹ 


Normal distribution التوزيع الطبيعي‎ : ۲-۰ 


بعتبر التوزیع الطبیعی بحق واحد من اهم التوزيعات الاحتمالية الشائعة 
الاستخدام في النظریة الاحصائية وتطبیقاتھا . بسبب ان اغلب الظواهر الطبيعية 
¿S‏ هنا التوزیع . فاستخدامات هذا التوزيع تدخل في كافة الحقول واليادین 
کالزراعة والصناعة والطب والاجتماع وغیرها . ويعد هذا التوزیع القاعدة الاساس 
لوضوع الرقابة على جوده الانتاج Quality control‏ ذا الاهمية الكبيرة في 
الصناعة . كذلك تبرز أهمية' هذا التوزيع من خلال « نظرية الغاية المركزية " 
central timit theorem‏ (انظر الفقرة ۸- *- (т‏ التى تشت ان کافة 
التوزیعات الاحتمالية متقطعة كانت ام ستمرة یتقارب توزیعھا ( وفق شروط 
معينة ) من التوزییع : الطبيعي . اضف الى ذلك فان کل ہ توزيعات المعاينة 
٠۰ ` Sampling dist‏ لاحظ الفصل التاسع ) يستند اشتقاقها للتوزیع الطبیعی: 
واستناداً لهذه اليزات اعتبر علماء الاحصاء هذا التوزيع اهم التوزیعات الاحتمالیة على 
الاطلاق ويعتبر العالم الرياضي الانكليزي De- Moivre‏ او من اشتق دالة هذا 
التوزيع كحالة تقاريية من توزیع АЗ‏ الحدین وکان ذلك عام СҮТ‏ وفیما يلي 
تعریف لهذا التوزیم . يقال ان التفیر العشوائي X‏ يتوزع کتوزیع طبيعي اذا كانت 
دالة الكثافة الاحتمالية لهذا المتغير هي . 0 


1 1 (2 
f(x, a,b)= ——— ° 2 b 
0 ,- مو‎ < x هب‎ 


حیث a,b‏ تمثلان معلمتي التوزیم بحیث acoil‏ <0-,0 <ط وسوف نلاحظ في 
فقرة لاحقة آن 8 هي متوسط هذا التوزیع وان p‏ تمثل انحرافه المياري . 
والشکل (5- ٤‏ ) یوضح مخطط دالة هذا التوزیع . 


غه 





ووه 





الشكل (5- ٤‏ ). مخطط ЖМ)‏ توزيع طبيعي . 


ہد ڪڪ 
ويمكن اثبات ان اجمالي المساحة تحت منحنی الدالة (×)] مساوية للواحد 
ДУ»‏ على کون (×)٤دالة‏ كثافة احتمالية وكالاتي : 

بفرض ان A‏ تمثل الساحة تحت منحنی f(x) ДЫЙ‏ اي ان 











5 1 Ў si е 1 
= | f(x}dx = شش‎ ы e 2 ү dx 
Si ل‎ 28 b - مه‎ 
x—a . .ا‎ 
7 3 “x = bz + a ¬+ dx = Бах, — ته‎ > Z < c 
ў i 7 اذن وو‎ 
A 2 مس ند‎ 6 bdz 
لول‎ 2 b ° -œ 
1 o 21,2 
دح‎ s А е? dz 
37 27 ~e 


۲ : نا قا ند Ард‏ 
ان الطلوب alan‏ هو ان1 = д‏ وهذا مكافيء لبرهان آن1 = 2ھ طالما 00 > A‏ 


۳٦ 











(акул)‏ ا _ م 
2 


ч АК 
و وہ‎ АИ. dz dy 


تسان ل التكامل الزنوۍ اعلاة: يهنا бе ат‏ يستوجب الان ارا 
تحويل_نحو الاحداثیات القطبية Polar coordinates‏ .من خلال التحويل الزاوي 
PES‏ 


2 А 
Sin 8 = — > Z. = r sin 0 
t 
Y 
00880 = — — Y = r 98 
Ë 


2 < 0< 0,0 چ عن 





001 ل التحويل من Y‏ .2 الى ۶,0 معرف بالقيمة المطلقة لحدد 
مصفوفة من مرتبة ۶ عناصرعا تمثل مشتقات جزئية لامتفیرین 2٠ ү‏ ذسبة الى 
:و ۴ . فاذا رمزنا لهذا العامل بالرمز 3 فان , 


| 


| ёа 22 
کے‎ sin 8 r cos Û 
| ûr 26 ` 5 
£= Ре =—r(sin2 8 + cos? 0) 
ду ду 5 
ا میا الم‎ соѕ 6 — r sin 8 
| êr д8 | 
aT ۳ ui =f 


w 


3 د 1 5 
А‏ کر و وو 2و = > .9+ 





1 هم‎ r 
=] ۱ g 2 12 | 49 عل‎ 
27 4 و‎ о 
рро ہے #تم‎ 8 
ھی‎ | te 2 ааг 
2⁄4 j + 
1 Pop ورک سے 7 عدم‎ 
ټل ۱ ارف‎ (re 2 dr 
2 و لاسام لا‎ 4 
5 1 
کر نے‎ а 
| © 2 1ع و5[ "2 ه)-س يل‎ А = і 
ومما لقاع نستنتج ان‎ 
í Í х-а ү? ИОА 
e اق‎ 5 J d= ل‎ 2 b, 
н پیک‎ 
e dz = له‎ 2% 


٦ ٦‏ ١ء‏ الوسط والتباين في التوزيع يم الطہچھی ۔ 


سبق وان ذکرنا | 


المعيارق عو قيمة العلمة 5 وهذا يعني أن ٿا = :а‏ 








: البرهان‎ 
1 / 2-82 
= | х.е 5 ` ۶ په‎ 
27 - و‎ i 
i í وي 3 نه‎ 25 
= —= | (bz +a)e ۶ dz,z = سے‎ s 
f 2# J یہ‎ b 


سن s‏ سن 


الانحراف 


чу 








لکن 
اي مم 
e 2 åz = 2"‏ 
أذن 
07 5 
те ۶ 42 +‏ ۱ ا = ЕХ‏ 
J-a‏ 28 لي 
كذلك فان 
© 2و 31 - 2 3 - © 
كي[ 37 ае [е‏ يي ۱ 
وو - 
عليه فان EX = р, = а‏ 
كذلك فان о? = EX? — (ЕХ)‏ 








ЕХ? 


1 


۱ 











b2 ° - 442 2ab ےل‎ 1 
= Ta Í 2 2 dz+ — = | ze ? ат 
х Де л d-o 








YYA 











وباستخدام التکامل بطریقة التجزئة من خلال الفرض ان ише z‏ 


2 £ 7 چت © 
4٣۷ ете ۶ dz‏ یمکن اثبات ان 22 ل “as‏ 3 | 


о 


ы 


فاذن =b? +a?‏ 
عليه فان , 
а =b "6-0,‏ – تج + 62 = o?‏ 
وكما هو متداول في اغلب الآد بيات الاحصائية فانه يصار الى كتابة دالة الكثافة 
الاحتمالية لهذا التوزيع بالشکل» 
ү‏ مراع / 1 
ع ОЎ‏ 1 5 
) تاو )2 
g < о‏ < مو — а‏ 21 
G > 0‏ 
و بالرموز فان ХУМ (дв?)‏ المتغير العشوائی X‏ يتوزع كتوزيع 
طبیعی بوسط بر وتباين 2م . 


۹۹ 














5 ۲ ۲ : الدالة الولدة للعزوم حول نقطة الاصل . 
ان الدالة الولدة لعزوم Мо?)‏ حول نقطة الاصل هي 


1 
222 س + 


سا 
M(t) =e 2‏ 
البہرفان + 


; f _! x = ву 
My (t) = Вә = شم تت ده‎ J exe 2 F jdr 
М هد" م ج2‎ 








© кус ۰ 
== 9 f giz ي‎ 2 dz, Z = - 
М 2 = а 


© isi 
سي‎ - 5 2 - z) 
e dz 
- يي‎ 





1 





1 22 3 i 
+1 (~ 

چھ لي °" 

ن قيمة التکامل الاخیر مساوية للواحد وكأن Z М(їө,1)‏ فافن 


1 
#* t p 


ві 
M, (t) = ё 2 


ویتضم من هذه الدالة مايلي : 


% 
35 


1-٤4 )( 


1 


1 
2-Ky(t) IB M, (t) = gt + تہ‎ 


хх. 


...,3,4 = ۵7ے (0) گل о,‏ (۵) یکا يم = (1)0 


كذلك يمكئن اثبات ان الدالة المميزة لهذا التوزيع وبنفس الاسلوب اعلاه هي . 


٦۔-‏ ٢س‏ 6 : الدالة المولدة لاعزوم المركرية 
ان РАДАМ‏ للعروم АЈ‏ لتوزی ری ہیں پوهي : 


м )4( = لااو‎ = ете м (t) 


ټم سه 
і 3 габ‏ 
ге‏ 22 = + 
=e?‏ 2 ا ای 


- е 
تن‎ 22776 
М) = e = > s 
0خم‎ t: 
2r © سك‎ (ar) la” 





وکما هو معلوم فان العزم المركزي ذو مرتبة r‏ هو (0) MEI‏ أو انه 
معامل 4 إلى )2( | 
ا مت 
у 7 (2)!‏ 


و (عة) 5 7 
p = ————‏ = ` 





27.1 

в?” | е 
= [2 (2Ж—1)(2—2}..4У71 1 

2.01 


Хех 


2 
EEFI [135 [2r — 1)1 ]246 ... (2г—2)(2г)] 
f! 


2r 


= سب‎ ] 135-7 (ar DL[Z.r!] 


= o”, п (2K — 1) 


k= 
وبشکل خاص فان‎ 
E(X ال‎ = а? , 8) - ру] =3at,E(X – р) ] 
4 = 1565,... 5-7 2 
ظ‎ ) 26 - n)” l = 0;г=1,2,3,... وان‎ 


وهذا يعني ان العزوم المركزية ذات مراتب فردية مساوية للصفر دائمأ ونستنتج 





ГН ES 
جيف ولا« هما على‎ 8 за ай z سابل‎ 
4 


التوالي العزم الرکزي الثاني والثالث . وحيث ان 0 = 8 فذلك يعني ان منحنى 
دالة هذا التوزیع متمائل . 


٤ "5‏ : النوال والوسيط في التوزيع الطبيعي 

نظرأ لخاصية التمائل في منحنى Jb‏ التوزيع الطبيعي فانه يمكن اثبات ان 
وسط هذا التوزيع مساو لنواله وف الوقت ذاته مساو لوسيطه وكما يلي : 

أن المنوال پمٹل قيمة × الناتجة من حل العادلة التفاضلية 0=( ×) ٢‏ بشرط أن 


| ОУ (х) >0 
1 (E 
2 م‎ 
. е 





Үү 





فادن 








8 2 ۷2۴6 
f(x) 1‏ ( )۶ 16 4 
с‏ زی dx f(x) y(x-‏ 
و آن 
(х-и)‏ 
(х) = - 1)۶( z‏ 
с‏ 
وان l‏ 
(x) +۲)×([‏ ۲( = ) ]سس اع (х)‏ 
7 
f(x) 1 ( x-4 1‏ 
l =‏ نت وو 
الان بجعل 0 = («) © فان واي لل اوه 
А =‏ 
اي ان {(х)(х—н)=9‏ 
وحيث буй‏ < (*)]فاذن 0 = ير - واو хар‏ .وان 
f(x)‏ 
0ء جس ېټ I]‏ 
x= 6‏ 


هذا يعنى ان مم = A әх‏ ; 
وعد يعني آن ۸ = бых‏ (لنوال الوحيد لهذا التوزیع . وان القيمة العظمو 
للدالة )۶ مي : ريڅ . وان 0 


Мах f(x)=[Í(x)] = کی‎ 
منت‎ J 2л e 


= 


ویلاحظ هنا ار وول وروي و عو بالقيمة العظمی للدالة (« )۲ فکلما 
كان تباین التوزیع عالٍ فذلك موشر انخفاض القيمة العظمى والعکس صحيح ايضأ . 


Z: 


كما وان الوسيط 84 ناتج من حل العادلة التكاملية 


< 














1 ی 
f(x)dx = —‏ 
2 7 


5 


1 





рон 
=] ае 1 {{х)дх = 
J. Ja 
وحيث ان منحنی التوزیع متمائل عندم = ×(اي التوال ) فذلك يمني ان‎ 
للفترة(م وه -)تساوي © . فاذن‎ f(x) ДЫМ i 


الساحة تست 29 


ری | . | 
У‏ 1 وهذا يني ان М=н‏ ویلاحظ هنا 


الوسط < الوسیط = النوال = 
٦س „ҮЧ‏ ۵ : تقاط الانقلاب والشكل العام لنجنی دالة التوزيع 
الطبیعی : К‏ 
لنحنی دالة التوزيع الطبيعي نقطتا А)‏ تقعان على مد متساوي الى یمین 
ويدار اللوال . ولاحظنا في الققرة ( کب 4-۴ ) ان , 


٢)۴) (x-a | 
پا = تن‎ =y] 


وکما هو معلوم فان نقاط الانقلاب لتحنى دالة مستمرة نائجة من حل العادلة 
التفاضلية0 =( ×) "۲ بشرط أن ۵ عو («) "۶. فاذن بوضع0 = fix)‏ تحصل على 


ko 





وحيث أن. © < (ھ)؟ فاذن 


{ 
„ы, 
> 
| 
E 
مب‎ 
8 
۱ 
° 
4 
м 
E 
м 
35 
۹ 
9 


ҮТЕ 














6 + یر سے يم 126 = اوو دز 
ویمکن اثبات ان (*) “۶ عنده - مس اوی + بز = „ёл‏ مساوية للصفر . 


وهذا يعني ان نقطتا للانقلاب في منعنی دالة هنا التوزیم هما 





ى ام > =н+@,х‏ × لاحظ أن هاتين النقطتین تقعان على بعد ثابت قدره 
نحو ہمین فسان جح فان ن الشکل العام لمخطط دالة ( 6۶ ,بر ) <٦‏ هو 
الوضح à‏ الشكل ات 











1 
i 
1 | 
نس ...1 سے‎ 90 
р 


۵ - о 


= 
+ 
“ 


الشكل ( ۹ - (o‏ مخطط لدالة توزیع N(g,e2)‏ 








)> فة الدالة( )۶ عند نقطتي الانقلاب هي : 


وتا > 

xj] =f(x)] 
۶ وجرد‎ 

أن قيمة ۸ تحدد موقع التوزيع .على الحور السيني في حين أن 02 تبیز 
تفلطح منحنى دالة هذا التوزيع . فکلما كانت 62 كبيرة فان ذلك مؤشر على 
تفلطح منحنى هذا التوزيع راي ان تشتت قيم × عال ) في حين كلما كانت 62 
صغيرة فان ذلك مؤشر على تدبدب منحناه ( اي ان قيم التغیر لااکثر تجانسا ). 
л) зі халу)‏ 1 ب ) بوضحان ماتقدم . 

















№, 62 ( 


)62 وس N‏ الاك 


۳۳۹ 


الشكل ( ۹ (іал‏ مخطط 
یلاب توزیمات طبیعیة باوساط ` 
مختلفة وتباین ثابت . 








< u, 


№, o?) 


1 


| الشکل -٦(‏ ۹ ب ) : مخطط لثلاث NEA i43)‏ 


توزیمات طبيمية بنفس الوسط وتبایناتها مختلفة . 
N(#,o3)‏ 


. التوزيع الاحتمالی لتركيب خطي‎ : ٦.٢ ٦ 


Х,.Х,,...Х, لتکن‎ 


متغیرات عشوائية مستقلة 


еә‏ ان 
)?0 ,پم ) X < ×٦‏ وان پس وه و2 توابت  ыз‏ لکن 
Y = У, ах,‏ يمثل تر کیا خطیاً ШУЛ, Linear combination‏ هذه 
ҮЕ‏ 


OWUENE القعیربت-‎ 


۷-٧) E am, 9) 


i=1 i=1 


البرهان : افرض أن M, (t)‏ موجودة 











. فاذن 
X:‏ 
. کا М, (0) = Ee = ge‏ 
Р Жж‏ 
П Eeti t = ta, Í i‏ = 
зе 2 ٢ > !‏ 1151 
وحيث ان )03№ Хт‏ فاذن Ии А‏ 
تست د وی 
. 2 "ام = X = M. (t)‏ 
عليه فان E‏ ود ضز 
32ج п ۷ d‏ 1 
1 5 خ سار 00 
б 0‏ 1= 
e Ў авї T‏ وا 
д Т peL STR‏ د ега‏ 
ГА‏ 
والصيغة الاخيرة هي الدالة الولدة لعزوم توزیع طبیعی بوسط A < аш‏ 
٨ 5 "‏ 70ے 
وتسسباین تہ -È‏ فاذن )89 У aX, ~ х( Уа, У‏ 
ф= 1 i=1 i=1 tat‏ 


stas ٣۶ ё‏ الرهاضي 


تت 

















وبشکل خاص واستناداً لهذه النظرية فانه . 
۔ اذا كانت Vi=l,¿,.‏ 1 خ بة فان . 


Хем Ea, y a) 
یه فان‎ = – 1,а, ع‎ 1,n = 2 اذا كانت‎ 


X, -X~ Nf, — 6,0? +?) 


1 
„ош 2—62‏ س а, з=‏ وان 
۳ اذا كانت yi‏ نو = 62 یز =„ و 7 а‏ فان 


= 1 п а? 

E) 
n 

وھذا يمني 


إن متوسط قیاسات عينة عشوائية مختارة من مجتمم ذي توزیع 
8 و 
(2م,س)لة قوامها п‏ مفردة يتوزع طبيعياً بوسط م وتباين سو 


"سکب لال التوزیع العلبيعي المعياري 
Standard normal distribution‏ 


لاحظنا من الفقرات السابقة ان هنالك عدداً غير منتة ( عائلة ) من التوزيعات 
الطبيعية التي يمكن تحديد اي منها من خلال معرفة قيمة oy‏ . وهذا 
يعني ان لكل عضو من هذه WU‏ دالة توزيعية عن طريقها يمكن بناء جدول 
التراكمات الاحتمالية . الا ان هنا امر غير مجدٍ من الناحية العملية حيث أنه 
يتطلب بناء جدول لکل توزيع منها مما يقتضي ذلك ايجاد شكل ثابت لهذا 
التوزيع واستناداً لهذا الشكل يمكن Аз‏ هذا الجدول . ان هذا الشکل یسمی التوزيع. 
الطبيسي المياري او ыз‏ للميارية Nae à‏ وفیما يلى اشتقاق 
لهذا التوزیع . 


TA 


W 
وبفرض ان الدالة الولدة لعزوم‎ 2 = É 





بفرض أن( #هرير) 34 X<‏ وان 


Ы : موجودة فذلك يعني أن‎ Z 
M, (t) = Бе? f 
р 9 
е ۳ Е 
A g ای‎ ( ` 
= =e м, =] 
p `. 
T E s p و‎ 
ые ور‎ б Z و‎ 
1 
=e L 


والصيغة الأخيرة ھی الدالة المولدة е‏ توزیع طہیعی بوسط صقر وتباین 


واحد . وهذا يعني أن 
Z< N(0,1)‏ 


فان 
-iz‏ 1 
2 و ہہ = (2)] 


— 00 < Z > م‎ 
// 2n 


وعما تقدم نلاحظ انه يمكن تحويل اي توزیع طبيعي مهما كان وسطه وتباينه ای 
التوزيع الطبيمي العیاری وفق التحویل XIF‏ ے z‏ . فمثلاً اذا كان 


g 





X- 8 | 
KNOL ш لب یت‎ (Оу) 
X — 100 
SINCO э Дш کی‎ эмо) 


X + 50 
X ~ N{— 50,9} مه‎ = 





~ N(0,i) 


وهذا يعني ثبات التوزیع الطبيعي عند وسط قدرة صفر وتباین مقداره واحد 
الامر الذي یمکننا من Аз‏ جدول خاص بهذا التوزیع . علماً ان خصائص 
N(0,1)‏ هي نفس خصائص (u,62)‏ 9 بمجرد التعویض عن 0 = بر ,1 = 2م 
والشکل рез (v -٦(‏ مقارنة بين ( ۵۶ ,ير) 1(,71 ,1)0 المشتق مته . 


2۷ ) ۸ 0۶ ( 


U 36 26 p-0 +. ېم‎ 2٨6 MHI 
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Distribution function الدالة التوزيعية‎ : ۸ ¥ ے٦‎ 


ал‏ لما تم توضیحه في الفقرة السابقة يمكن تعريف الدالة التوزيعية وبناء 
جداول خاصة بالتوزیع الطبیعی كما يلي . ان 


х 


Е(х) = Рх <») = | 1) نا(‎ ,u < N(g,a2) 


م - 


26 – s= 
یگ ا‎ s к ۶)2 > ره‎ = F(z) 
6 с 


Е | # (у) ду ,۷ М(0, 1) 


و - 


وعلی اساس الدالة F(z)‏ تم بناء جداول التوزیع الطبیعی التي تسين الاحتمال 
المتراكم لغاية قيمة معطأة إلى z‏ . هذه الجداول على نوعين رئیسین ш»‏ 


i 


- جداول مبنية على اساس التكامل على الفترة )®,® -) ( لاحظ الجدول > 
ملحق ب ٠)‏ هذا النوع من الجداول هو الافضل والاسهل تداولاً في النواحی 
العملیة وفكرة بناء هذه الجداول هي حساب المساحة تحت منحنى دالة 
N )0,1(‏ للفترة )00,2 -) وكما هو موضح في الشکل ( ١‏ ۸) وبفرض 


: Z > ۵ أن‎ 





الشکل )\- (А‏ توضيح لحساب المساعة تحت فنحنى دالة )0.1 N‏ 














ب - جداول مبنية على اشاس الاستفادة من خاصية التماثل في هذا التوزیع ۔ وفكرة 
بناء هذه الجداول ھی حساب المساحة تخت متحنی دالة (0,1) N‏ للفترة 

ا 1 8 
)0,2( ومن ثم يضاف 7 للناتج باعتبار ان المساحة للفترة(0 ,مه ے 
مساوية للنصف . اما اذا كانت z‏ سالبة Же‏ يتم حساب z)‏ - )8 على 
اماس طرح المساحة للفترة (0,2) من حل باعتبار ان المساحة للفترة 
(2,0 - ) تساوي المساحة للفترة )02( كما هو موضح بالشكل (+- 





2 © 
الشکل ( ٩-۲‏ ) ؛ توضیح لحساب المساحة تحت منحنی دالة (0,1) IN‏ 





وبشکل عام فان : 


(z > 2 > (و2‎ = P (Z <z,) - P, (Z > (و2‎ 
= F(z,) F(z) 


واذا کان( تو ۴ع ) بل نہ X‏ فان , 
=P )-1> 2 > 1(‏ (م ماع و میں 1-2 


F(1)-F(=1) 
0-8413 — 0.1587 = 06826 


١ 


тҮ 


2- ۳) 26 > 8 > م‎ +20) = F(2) - Е(- 2) 

= 09772 — 00228 = 09544 
8 )3( - ۳) 3( 
= 09987 — 00013 = 4 


1 


| š 3— P (g — 36 > X > ير‎ + 36( 


وكما هو موضح في الشکل (٦۔‏ ۷)۔ مع ملاحظة ان کتب وادبيات 
الاحصاء تتباين فيما بينها من حيث الرمز المخصص للدالة التوزيعية فالبعض 
يخصص الرمز (. )7 والبعض الاخر یخصص الرمز (۵)۰ واخرون الرمز | 
ر LLN‏ كان الرمز فان المضمون هو نفسه اي « الدالة التوزيعية في توزيع 
«N )0,1(‏ 


۹ ٢ے‏ ۹ : اسلوب پناء جداول التوزیع الطبيعي . 
هنالك طرق عديدة تم من خلالها بناء جداول التوزیع کې تباینت فیما 
بينها من حيث الدقة في حساب F(Z)‏ تذكر منها اربعة طرق فقط وهي : 
1 استخدام سلسلة تايلر في F(Z) кР‏ 
يعد هذا الاسلوب اقدم طريقة لحساب 3„ F(Z)‏ حيث .يستند على فك | 
1 


?22 
المقدار * 3 ”ع باستخدام سلسلة تایلر وکما يلم 





1 1 zip 
F(z) КЕШ; М 2 du 
М 2к “o ۳ А у 





1 t f ° (чуп 
2 j له‎ 2r J, - k! 5 
4 پلک ہے‎ КС u? ut کې‎ 
ш о (пу ' 4O (з 
+ سے لکن‎ г а 


Sey 














لموضح 


ویتم اجراء التكامل لكل حد من حدود القوس على الفترة )0,2( . ويلاحظ 
أن درجة الدقة المطلوبة فى : 
ولغرض التوضيح فقط سنتوقف عند الحد الاخير ا 


حساب F(Z)‏ تعتمد على зде‏ الحدود التی يتوقف 








عندها فك الف 
داخل القوس وبقرض ان 1 ے ے اي نرغب فی حساب(1) ۴ فان 
Z z‏ دږ ۳ 1 1 
г + r‏ 
336 40 6 ۳ وان ري 
ارچ 
\ 5 3456 
۱ 
\ 
\ 4 = 
ردة في الجدول (t)‏ ملحق (ب ). وعلى 


\ 
وهي YA‏ نفس قيمة (۶2)1 الوا 
هذا الاسامل يتم حساب قيمة F(Z)‏ بعد تخصیص قيمة الى ٠7‏ 


„лава عام‎ Po'iya Ш الاسلوپ المقترح من قبل پو‎ - ٦ 
دق من‎ 


تمکن پولیا من التوصل للصيغة التالية لحساب F(Z)‏ والتي تعد | 
الصيغة الاولی ( عندما یکون оде‏ حدود المفكوك قلیل ) وهي : 


222 





1 
5 1 
(( ۴ -1)ېو) тот‏ دي 


ولغرض المقارنة فان F(1)‏ وفق هذه الصيغة مساویة الى ٠0.8431188‏ 
أن اعظم Ua‏ يحصل وفق صيغة پولیا هو 0003 عندما 14 = Z‏ 








۳ الاسلوب المقترح من قبل كادويل Cadwell‏ عام ۱۹۵۱ء 
اقترح 'کادویل الصيغة التالية لحساب F(Z)‏ والتی تعد اكثر دقة من الطريقة 


السابقة . وهي : 


өзө 


1 


272 (л – 3) تج‎ 3 
К = (1+ ) ) حيت‎ 
7 37 / 


1 ١ 
Е(2) = 7ے‎ 


Уш;‏ (۴)1 وفق صيغة کادویل مساوية الى 08449486 .ان اعظم خطأ 
يحصل فى حساب F(Z)‏ وفق هذه الصيفة هو 00007 عندما 25 = 2 , كذلك 
بين کادویل انه عند اضافة المقدار ( 28 000002 + 26 00005 )إلى K‏ فان هذا 


الاجراء بختزل هذا الخطا الى 000005 ۰ 


4 - الاسلوب المقترح من قبل موران Moran‏ عام ۱۹۸۰ء 


تمكن موران من تطوير صیغة تقريبية للدالة F(Z)‏ یمکن اعتبارها ادق 
الصيغ المقترحة سابقأ حيث ان اعظم خطأ يحصل في حساب F(Z)‏ هو .10-9 


هذه الصيفة ھی : 
s —h‏ 
nZ‏ و 7 1 1 
ы‏ هه قو ہو سے اد + —— ң®)=‏ 
т 3 J 2 п=1‏ 


وقد لاحظ موران ( وللاغراض التطبيقية ) انه يمكن اجراء عملية الجمع لغایة 
12 = بحیث ان ذلك یجعل قيمة اعظم خطأ ممکن à‏ حساب F(Z)‏ هو 107° 
أن قيمة (1) ۴ وفق صیغة موران هي 08414043 


Fia 








٦‏ ۲ ۱ : التوزيع الطبیعی المبتور 
Truncated normal distribution‏ 
يتطلب الامر في بعض الاحيان عمل بتر في التوزیع الطبیعی من خلال حذف 
جزء من القيم الممكنة لهذا التوزيع وتعريف الدالة f(x)‏ على بقية القیم 
الإخرى . فعلى فرض ان ,٥7(‏ ۸)۸ ہ × فان بعض اشکال البتر الممكنة في هذا 
التوزيع هي , 


: البتر من جهة اليسار‎ ١ 

لیکن а‏ ثابتأ Ыы»‏ بحیث انيم > ووتطلب الامر تعريف الدالة (*)4 على 
الفترة (ao)‏ فاذن ذلك يتم من خلال مايلي . 
f(x)‏ 


f(x|x>a)= ———P 
1 - F(a) 


X < 0‏ < 8 و 


وكما هو موضح في الشکل ( ۲-۰ ): 






سیت ینا 


1 


الشکل (У Л)‏ بتر في التوزیع الطبيعي من جهة الیسار . 








"اس البتر من جهة اليمين د 

أفرض أن b‏ ثابت حقيقي بحيث ان g‏ < 5وتطلب الامر تعريف الدالة(#)۶ 
على الفترة ( ,90 ) فان ذلك يتم من خلال مایلی . 
f(x)‏ 


«= — c >< < b 
F(b) 





хх <b)= 1 
, يوضح ذلك‎ ) ١ -۰ ( والشكل‎ 


— 









Ñ 
ا‎ 





t 
i 
i 
b 


الشکل ( ١ ٠١‏ ) ؛ بتر في التوزیع الطبيعي من جهة اليمين 


— 





: ل الباتر من جھتین‎ Y 


لیکن ط ,هھ ثابتان حقیقیان بحيث انط > يه وتنطب الامر تعریف الدالة 
(×)؟] على الفترة (a,b)‏ فان ذلك يتم وفق مايلي . 


f(x) 
(хр ———— a <x > ۵ 
F(b)-— F(a) 


وگما موضح في الشکل (۹- ۱۲): 


<< 





п 
1 
ГАТ 
1 \ 
‹ ` 
jà 15 
کی‎ G НЫ 
: ' زو‎ 
7 ١ ` 
А i 1 ` 
ы i Н ыч 
„ЖЛ 0 1 SA 
<: : і 1 w 
a и 5 


الشكل ( ۱- )١١‏ ۰ بتر في التوزیع الطبيعي من جهتين 
Шр‏ ان هنالك اشکال اخرى للبتر حسبما تقتضيه الحالة تحت الدراسة . كذلك 
فان عمليات البتر بشكل عام تؤثر في مؤشرات التوزيع كالوسط والتباين وغيرها من 
الامور ذات العلاقة بالتوزيع فمثلا الوسط للتوزيع الناتج بعد اجراء عملية الیتر من 


: جھتین هو‎ 
1 
E(X|a <x <b) = ————— ` 
F(—(b)—Fí(a) 
1 o رک و‎ 
= 1 2 Ç dx 
/ 2 с a 
1 1 2ے 5 ې‎ 
سا ہے‎ = (oz+ pje ? dz 
F(b} - F(a) М 2r 3 
а* = ке а دوت‎ 
6 б 
۳۸ 






























































Jm 8 
1 لکن سړ و رت 1 ورک ہر‎ 
— f Ze سو و‎ e z | 
لي‎ 2х ` فيه‎ 27 % 
٭ل[ر(ی)]] سد‎ =f(a*)— f(b*) 
* 
وان‎ 
1 * _ 12 
ылыш | و‎ 2 dz=F(b*)-F(a*), 
J 2л له‎ 
i فاذن‎ 
E(Xja <x <b] = — U f (a*)—f(b*) + 
(Х| ) FI روج‎ ١ (а*) – f(b*) 
)ر‎ ۲ )0۴( – Е(а*) 1 
۱ لکن‎ 
1 2 a-y 2 
1 гы Ë, * )ا‎ 
1) =a*)= е 32 سا سے‎ ° 2 ( 
له 28 لہ‎ 75 
= gf (x = a) = оа) 
وان جس‎ 
ү ی‎ г. 
f(z=b*)= e? = Ç 1 
2 له‎ 2× 
` =ef(x=b)= رد ہر‎ 
وان‎ 


X-u a— H 
Е(а*) = 2)7 <a*) = Р, < 
F G 


тва 








= P; (X <a) 7ے‎ )8( 


كذلك فان 
ف Жо»‏ 
اپ نار 5 F(b*)= P,(Z > b*)‏ 
с g‏ 
وان 
<b) = ٣ )0(‏ ) ,۴ ے 
عليه فان i‏ 
E(X|a<x<b) = fo?‏ 
(Xja<x <b) Fo s [o (f(a) — t(b)]‏ 
+k (F(b)— Е(а))]‏ 
ب f(a)= f(b)‏ 
y+ —— .9?‏ = 
F (b) - F(a)‏ 


كذلك يمكن اثبات ان الدالة المولدة لعزوم X‏ بعد اجراء بتر في التوزيع من . 
جھتین هي : 
F(b* - at) – F(a* — at)‏ 


M.(t) = مت‎ 
О) F(b)— F(a) 


ونترك برهنة ذلك للقاریء. 
٢ 5‏ ۱۱ : توزیم القيمة المطلقة لمتغیرذا توزيع طبيعي معياري 
The distribution of absolute standard normai‏ 
variate‏ 
لیکن X‏ متغير عشوائی يتوزع وفق دالة توزیع (تم ,)۷۷ وان 
= ج عندئذ فان =|Z|‏ ۷ سوف يتوزع كتوزيع طبيعي 


~ М0, ) 





فرع الفترة )0 ,0( وهذا يعني أن 














ї(2) 


(У) = ) 212 ح(0 ج‎ TECO) 


1 
-iz 
هم‎ 
| 1 


په 
ا 
e‏ جح = 
х‏ 
وبالرموز فان AN(01)‏ نہ |2 | = ۷ ويسمى هذا التوزیع في بعض الاحيان 
بالتوز بع الطبيعي الموجب positive normal dist‏ . 


وفیمایلی بعض خصائص هذا التوزیع . . — T‏ 
١‏ ان الوسط والتباين للمتغير |2| = ۷ صا J‏ = لا و سد اکل 





У) = 2Z) =2. 





7? 


2 < 0 


юзе 


المرهان : 


2 
z 


dz 


8 
# 

в 
ښستګه‎ 
55 
سسجت‎ 

8 

N 

о 

юе 


وحیث ان Z| =Z‏ | في الفترة ( ه,0) فاذن 


1 
2 -[# яз? 2 SE 
w- J>] ہے‎ Ee СЕ 
7 ` 1 


8 


وهنا نلاحظ 0[ Е2‏ = ,م ماهو الا الانحراف المتوسط في توزيع (0,1) N‏ 


<о\ 








كذلك فان ; 
لکن 


в2 = EV? — (EV 


1 دہ © 2 
EV? = — Ze 2 dż‏ 
x 0‏ 
12 
وباستخدام التكامل بالتجزئة من خلال الفرض نا = 49,2 حعه 2 Ze‏ 


e‏ ھی 2 _ i‏ تہ 


e 2 dz سب‎ 


0 2 مدت له‎ 
فاذن‎ EV? 1 
02 = 1 - “=s 
л 


ç‏ العزم ذو المرتبة .حول نقطة الاصل 





x= r r+ 1‏ 
أن العزم ذو المرتبة r‏ حول نقطة الاصل في هنا التوزيع هو 2 = EV‏ 
п‏ 
السرهان : 
مور کے ان و 
ЕУ" = — v'e 2 ду‏ 
0 7 
وبفرض ان . 
I‏ سم YE TA‏ 
© > ع > 0, = >d‏ و2 لد ۷.. ہے g=‏ 
28 „ 2 
فاذن 








Tay 








ان التكامل الاخیر هو تکامل كاما (لاحظ الفقرة ۹ (t‏ بالمعلمتين 
z ۱ ۲ +1‏ 
B = 1,» = ——‏ وان قيمة هذا التكامل ھی عبت ( p‏ عليه فان 





EV’ °. و‎ Де 0 


علما انه لاي عدد مثل n‏ فأن!(1- وص سزاسم) ۲( ~ F(n) = (n‏ 
کے 1 ИЕА‏ ہہ : 
وان # رکا ۲ وسوف نبرھن ذلك في الفقرة ( ۹ .)٤‏ لاحظ 


من هذه الصيغة أنه عندما: 


زج فان 1= 0۱ = «Г(1)‏ 


1 


22 F(t) 2 
EV = u, = سے سے‎ - = 





va ; 
فان‎ r= 2 
3 I 1 
217 — 2. — r| — 
3 2 2 2 
EV* = — = =1 
vz У т 


> الدالة المولدة للعزوم حول نقطة الاصل . 
يمكن اثبات ان الدالة المولدة لعزوم المتغیر | 2 | = ۷ هي 
M, (t) = 2М, (1). Ец)‏ 
حيث Му‏ هي الدالة المولدة لعزوم 00292 моду‏ حول نقطة الاسل 
وان клу‏ تمثل الدالة التوزيعية لتوزيع N(01)‏ علد 2۱ 2 


Yoy 8‏ 
А‏ ر چپ الاحصاء الرياضي 























الیرهان : 


4 سے 
و2 °( 2 
My (t) = Ee” = . eye ? dy‏ 


x 0 


2 ۔ عم‎ 1062-29) 
ш ان‎ ©. : dv 
п 


وباکمال المربع للكمية داخل القوسين نحصل على 


کو د و 
3 و = My)‏ 


° 


وم 
ду‏ 


өе 


الان بفرض ان -٤‏ ۷= لا اذن © > ها > - وان ىل ے بي , عليه فان . 


و مر ما 
du‏ ° و | وشل мо‏ 





LN وكأن ۸00,1۱ اه‎ 
12 
2e? .[Е{=)-Е(—{)] 
му ب2۸‎ (0) ЕС) Ерос) = ۱,۴) -۱( اع‎ Р) 
1 \ لاحظ ان‎ 
муу = 2۶۱0-21) د لط‎ 1 
му) = 2] ۷ ۱۱(۰۴۳۳۱۱( + Fit), Mz] 
= {Милн +F(1).M;(1)] xU 
Му) = 2[М,00).100) + Е(0). ی۸۸‎ )۵([ i 
M, (0) = 1 وان‎ M;(0)= EZ = 0 فادن‎ Z< N(0,1( وحیث ان‎ 


Nak 


ے رو) وھذا يعني ان 








M; )0( = 2. —— = أيه‎ 


+ ب ШЫЙ‏ التوزيعية 


يمكن اشتقاق صينة АЛА)‏ التوزيعية لهذا التوزيع بالعلاقة مع الدالة التوزيعية 
لتوزيع i)‏ ,840 وعلى النحو التالي : 


[Ж و۲‎ 202 
61) (ډ‎ = ۶,۱۷ > ۷( = =] е? ۷ 
a 0 
М l - - بو‎ 
-2f — e د‎ 4У 
о. ل‎ 8 


F(0)]‏ - (۷۱) ]2ه 


حيث ЕЦ.)‏ هي الدالة التوزيمية لتوزيع (ا,N)0.‏ وحیث أن 
—- رمعي فان 


2 
& 
РА 


і 
6)۷ -2)۶۱۷( - L) авама 1,0 > V, > © 


واذا تم صياغة (و۷) ۴ وفق الصيغة القترحة من قبل موران الوضحة في الفقرة 
(1- "5 ة)فانه یمکن البیان و بسهولة أن 


0۷۵/2 ۲ :عم - v‏ ] 2 
зіп 3‏ . ` += دد رس 














وعلى ایة حال و بهدف حاب (6)1 مثلا فان ذلك يتم وفق مايلي 

G(1)= 2F(1) - 1 = 2)08413( — 1 = 06826 
.وان‎ 

G(2)= 2F(2) — 1 = 2(0:9772) - 1 = 09544‏ 
والشکل (л)‏ يوضح مخطط دالة AN101)‏ مقارنة مخ N(01)‏ 






АМ(0,!)‏ ومسا ساح 


— N (9, 1) 


الشكل ( ۰- ۱۳) , مخطط دالة ( 1 ,0 ) ١ه‏ مقارنة مع ۲0,۱۱ 


٩ 











٦ے‏ ٢ے‏ ۱۲ آمثلة 
مثال (۱ 


: اذا کان 10,16 N)‏ ~ 5 فان : 


(sen y:‏ لم ا 
z | 7‏ وس i= f(x)=‏ 


— = 47, — ою < x < م‎ 
4 26 


16 = 10,0۶ ديس -2 


3- My(t) = et@r+ 8 

1 
å J m 
5 ~ inflexion points аге: 


4 ۸1۵۷ f (x)= 


۸ - 6 للا 6 ع‎ z = 4 
6- P, (yu ~20 > X > بر‎ + 20) = P, (2 > X > 18) = 09544 


7 - P. (X < 15) = P. (Z > 125 ( = 08944 
8- P(X > 8( = P. (Z < — 05) 85 
لا‎ )10, 16) Ñh يوضم مخطط‎ (м -٦( والشکل‎ 


с جد قيمة‎ T(x) = 2۳+ 8 о сх оос) افرض‎ : )٢( مثال‎ 


الحل 


f(x) سے‎ ce 2١ ری‎ 


وباکمال اربع داخل القوس نحصل على : 


1 х-2 2 
2 = اس‎ —— 
F(X) = ce . 67202۰2۳ св e 2 ( 05 ) 


Yav 











30 26 2 18 4 10 6 2 2— 6مس 10س 


الشکل 51 (t‏ مخطط دالة (10,16) N‏ 





وبالتشبیه مع دالة التوزیع الطبيعي نلاحظ ان 


ma 
مو‎ 





مثال (؟): لسدول التوزیم التكراري التالي يطلب توفیق توزیم 
طبيعي . 


الفکات :0 -10 - 20 -40-30 - 30 - 60 — 80-70 100 - 90 
التگرار :ره 4 و 1 25 6 4 35 18 10 


хәл 





5 : 
ن الوسط الصابي والتباين لهذا التوزیع هما : 
18-271 = 333841,5 = 82 , 595 = 
ونفرض ان )333841 595 X< N(‏ ).نجد الحدود الدنیا للفئات ,× 
ثم نحسب الدرجات المعيارية المقابلة لهذه الحدود . اي کت 7 . بعد ذلك 


و باستخدام جداول التوزيع الطبيعي نجد قيمة الاحتمال التراکم لغاية ,2 ۰ 1 
F(Z)‏ ومن ثم یتم حساب الفرق اس تن التراکم اللاحق والسا ابق 
له . اي F(Z)‏ -(ربر2 )۳ = ۵ لیشکل احتمال i АШ‏ . بعد 
ذلك يتم ضرب А‏ بمجموع التکرارات کی ۳ على التکرارات التوقعة 
اقا بلة لفئات التوزيع . والجدول التالي یوضح هذه العمليات : 


سس 


الحدود الدنیا ۱ ۹ ы‏ > 
шуыш‏ التکرار د لت ماب التكرار التوقع 
٩ A, F(Z) Z Xe f‏ بش بنا 
اقل من - وه - =o‏ 0 0-0005 0 = 0:11 
—з% о 2 0‏ 00005 00029 1 یہ 064 
ہور 4 10 271 - 00034 00120 3 = 264 
-20 8„ ور 216 - 00154 0083 8 ~ 8-43 
- 30 16 30 161 09537 008856 20 < 1949 
x35 01592 01423 17 а. 25 40 -‏ 3502 
- 50۵ 60 سو 032 — 03015 02105 4631946 
60 42 60 003 05120 — 02037 45ح 4481 
0 35 70 057 607157 01529 34 = 3344 
- وھ 18 80 1.12 08686 00839 18 x‏ 1846 
90-100 10 90 167 09925 00475 1045210 
اثر من 100-100 فاکٹر ‏ 1 - = 
الجموع 220 - 35 ٦‏ 5 37 


Yog 





























مثال )$( اذاعلمت ان N(10,10), X ~ N(Š9),X, ~ N(4,6)‏ سي 
وان هذه التغیرات مستقلة تصادفياً . عندئذ , 


N(22,25)‏ نہ (يكا + (X, +X,‏ سو 
N( — 14,25)‏ ~ رہد - (X, — X,‏ 2 


3— (2X, - X, + 3X,) ~ N (30,123) 


مثال ٥(‏ ): لکن يز,..., قیاسات جو ری 


се №02)‏ 5 . الحسابي САЛА‏ هذه العينة . 
أن /(م - ×) n‏ لي Z=‏ يتوزع کتوزیع (0,1) ۷. 
البرهان : 


حيث ان القياسات X,,X,,..,X,‏ تمثل عينة عشوائية عن متغير عشوائی 
x‏ يتوزع وفق دالة توزيع ,М(и,о?%)‏ فذلك یعنی ان fn)‏ 62 رس ) ا س پر 


عو 
x-‏ 
وو z= ŽE‏ 
s| J n‏ 
یڅ 
او آن 
5 
(X-#) ке‏ ۶ لا Z=‏ 


G 


مثال )1( : فی نموذج انحدار خطي بسيط مثل ВК + n‏ + »= ۷ حيث أن 
۲ يمثل المتغير التابع ٠‏ × يمثل المتغير الستقل وان رتم ERN‏ جد 
التوزيع الاحتمالي Y „шй‏ بفرض ثبات X‏ علمأ ان 6 عددان 
КҮ‏ 


чу 





الحل : واضح ار ان القدار ×8 + » كميّة ثابتة ولتکن مثلا © ٠‏ 
فاذن Мв, Y= C +u‏ یمثل تحویل خطی بدلالة u „ай!‏ وا 


( ۵2 ,۶)0 . عليه نستنتج ان 
(( ۷) ۷, 8۷ ) لا Y~‏ 
اي ان 
Y~ М(С, 0?)‏ 
او ان 


( 62 , ۸7 )اا نه لا 


YT 


تمارین عن التوزيع الطبیعی 


أفرض أن (25, 20) X, = N(20,49),X, ~ М(20,36),Х, ~ N‏ 
هذه التغیرات مستقلة а‏ . يطلب اجراء عايلي : 
أ رسم مخطط Jb‏ کل متغیر من هذه المتفيرات على نفس الورقة مع 
مقارنة بينهما . 
ب جد التوزيع الاحتمالی للمتغير ,206 + Y = 3Х, - 4X,‏ 
ج ‏ جد الدالة المولدة لعزوم 4 + =X,‏ ,2 = ۷. 
Р(Х,+Х,<2Х+Х,).Р,(Х,+Х,>2Х,),Р,(Х,— 2X,<5)3= — 3‏ 


: جد مايلي‎ . X ~ N(12,16) اذا علمت ان‎ :٦- 
.P,(0 > X < 12), P,(X > 20) —Í 
بحیث أن 095 ع(9 > > ).۶ وان‎ a,b  ةميق ب جد‎ 
P (X > a).= 5 


۷ء اذا کان N(0,1)‏ < ں2 مستقل عن N(0,1)‏ لم Z,‏ . برهن ان 
Z,‏ + ,<= ,۷ مستقل œ‏ ,2 - ,2 ولا . جد توزيع 
a,b,c > V = aZ, + bZ, +C‏ ثابت. 
A —‏ :اذا كان XAN)‏ بین ان i‏ _ 
t‏ 2 
- الانحراف التوسط في هذا التوزيع هو e‏ أ . 
7 
ш‏ ان الربيع الاول هو 0676 - О и‏ بیع الثالث هو .0676 + ‚Өз = p‏ 
5 ۹ :اذا كان Z< N(0,1)‏ . برهن أن (ع) ۶ - 1= (2- )0,۴ < 2. 
0 . اذا كان Хе N (Ao)‏ . جد الوسط والتباین للمتفیر که .Y‏ 


م٢‎ 


5س * ؛ التوزيع الاسی Exponential distribution‏ 
يقال A‏ العشوائي x‏ بانه دو توزیع سي اذا كانت دالة الكثافة 
الاحتمالية لهذا المتغير هي : 


{(х;@) = 2 ix > 0 
= 0 other 6 


حیث ۵ تمثل معلمة التوزیع وان © < 8 . وبالرموز فان (۵) ۳۲ نہ Х‏ 


والشکل ( ۱۶۰-۰ ) يوضع مخطط .ЕХР(2) ¿Jb‏ 





fz) 


1 2 3 4 5 6 7 ۰ 
2×۶ )2( D مخطط‎ (ч сл) الشكل‎ 


—— رس سم‎ e 





ويمكن اثبات ان المساحة تحت منحنی دالة هذا التوزیع مساوية للواحد دلالة 
je‏ کون {(х)‏ هي دالة كثافة احتمالية وکما يلي : 


D‏ تا 
[e %] =1‏ — = يرل “لوم | = хө)‏ | 
Й‏ 


0 ° 


55 


٦ے‏ ٣ے‏ ۱: الدالة التوزيعية : 
الدالة التوزیعیة في التوزیع الاسی هي : 


# (یر)‎ = ENTI يو‎ du = - [e 


° 


оо‏ >« > 0 ; اج بت لايك 


ونظرأ لسهولة حساب Р(х)‏ وفق الصيغة اعلاه فانه لیس من الضروري بناء 
جداول خاصة بهذا التوزیع . فمثلاً لو كانت 6-1 فان . 
F )1( = 06321206 , F (2) = 08646648 , F (3) > 0‏ 
٢ ۳ 5‏ : الدالة الولدة للعزوم حول نقطة الاصل . 
ان الدالة الولدة لعزوم التوزیم الاسي حول نقطة الاصل هي : 


© 
My (t) = Бех -of وت‎ eres dg 


0 





ومن خلال هذه الدالة يمكن استتتاج غزوم التوزیع حول نقطة الاصل وک" 





M; (t) ы “м : | 

кта Mz (Opa a‏ و کک 

ТОВ. | 0 

EX? = — ۱‏ = (0) 1 = وو 
فاذن 











كذلك فان رھ БЕСИ‏ 
68 

ТОМ )0( = ЕХ? =‏ 0 ا هغ 
سے 

وبشکل عام فان 
г!‏ و 
r эм {(0)у= — ,r=1,2,...‏ 
Муж сара М;7(0) т"‏ 


. الوسيط في التوزيع الاسی‎ : ۲-۲-٩ 


بشکل عام فان الوسیط يمثل قيمة من قیم المتغير العشوائي X‏ التي تحقق 





А 1‏ 
— دريام . وهذا يعني أن : 
! 0 1 0 
ہے = 95ج مہ س >" I — e‏ 
او ان ٠ š‏ 
1 
و( لاعت 
اذن Е‏ 
In 2‏ 
X =‏ 
0 


ويلاحظ مما تقدم ان قيمة الوسيط تزداد اقتراباً من الصفر كلما ابتعدت ۵ 
عن الصفر نحو الجانب الوحب . ۱ 


٦ے‏ ۴ 4 : امشلة ۲ 
)١( а‏ :اذا کان 4 EXP‏ ہ × فان : 


3 — x = 01732867 is the median of X. 
4 — F (1) = 09816844 


4 








مثال ( ۲ ) : لجدول التوزیع التكراري التالي يطلب توفيق توزيع اسي . 


الفغات , 0 ۱0 W-‏ - 3۵ - 4 - 50 70 - 5۵ 
التکرار .100 60 20 10 7 3 0 
الحل : 
نجد الوسط السا بي لهذا التوزيع . اي . 
-Xi‏ 
ومن ے لس x=‏ 
z£,‏ 


ونجعل الوسط الحسابي لهذا التوزيع التكراري مساويأ اتوسط التوزيع الاسي . 
أی 


Ë, = 5 7 7.8 = 007326 


1 
0 


ونفرض ان ЕХР(007326)‏ < × . ونعمل الجدول التالی الذي یمثل 
خلاصة العمليات الحسابية التي تقودنا الى التکرارات التوقعة 


Аш)‏ التکرار او مو احتمال мй‏ التكرار التوقم 
AFi JE, АР(х,) F(x) X, Г‏ 
-0 100 10 051934 051934 104 
-10 64 20 076897 024963 50 
-2% 20 30 088895 011998 24 
- مو 10 40 094662 005767 12 
-4 7 50 09744 002772 6 
هو 3 60 098767 001333 3 
0 — 60 0 70 0407 000640 1 
ااجموع 200 ۳ = 007 200 


۳۹۹ 














مه [ 3 


مثال ( ۴ ): اذا علمت ان X‏ يتوزع كتوزيع منتظم مستمر على الفترة (0,1) 
وان ах‏ = پ. برهن ان (8) ۲68 -Y~‏ 
9 


العل : 
لتكن ر ر) 6 تمشل الدالة التوزيعية للمتفیر ۷ . وهذا يعني ان : 


1 
сіу ۱۷ в(- «x <) 
= P (In X > — و0‎ ( = P (X >e) 


: 4 


وبتفاضل الطرفین نسبة للمتغير ۷ تحصل على , 


giy)=G'{(y)= وق‎ - 


- لن ہے لال 
وعلى اماس التحویل × ها 2 لابلاحظ يلي : T‏ 
عندنا 0 م × فان сузо‏ وعندما 1 × فان 0 بر وھنا می 


ان مه > y‏ > 0 . ومما تقدم نستنتج أن .Y < EXP(0)‏ 


“ү 





تمارین عن التوزیم а!‏ 


: يطلب اجراء مايلي‎ Х ~ ۳۳ ) 5( افرض ان‎ ١ -٦ 


ا رسم مخطط دالة هذا التوزیع . 
ب _ جد الوسط والتباين للمتغير ×. 
ج جد الوسيط ئي هذا التوزیع . 


. د ماهو نوع التواء هذا التوزيع استنادأ لعطیات الفرعين ب . ج‎ ٢ 


TA 


ه ‏ جد الدالة الولدة لعزوم 3 + 2 - Y‏ حول نقطة الاصل ۔ 


P (X <x|z>a)= F(x) o برهن‎ ۰ X< EXP(0) ۽ اذا کان‎ 


.Y=X-a,az0 Se 


3 1 3 1 1 А ٩ ۹ 
My (t) = > ( 5 برهن أن‎ . X < ЕХРО) ذا کان‎ š 
k=0 0 


EXPLO) صيغة للدالة المولدة للعزوم المركزية لتوزيع‎ 1٢ 


, اذا كان ر0) X < EXP‏ جد الوسط والتباين للمتغیر أن د *. 





zamma distribution توزیع کاما‎ t 5 


ان تو زع Ë А5‏ الحقيقة مشتق من دال کا ما Gamma function‏ او ماتسمی 
في بعض الاحيان بتكامل كاما الذي يرد ذكره فی الکثیر من کلب الرياضيات 
المتقدمة . ویمکن عد هذا التوزيع کواحد من التوز يعات المهمة فى دراسة المشكلات 
التي کوخ الزمن | КИ‏ عواملها كتلك الدراسات الخاصة بطول 7 اال نات 
مصنع معين . درامة العطلات والتوقفات لمكائن مصنع معين. كذلك يعد من 
التوزيعات المهمة التي تدخل فی درامة موضوع المعولیة reliability‏ .ويعرف 
تكامل كاما رياضا بالشكل التالی . 





حيث (»)1 تمثل قيمة تكامل كاما عند قيمة معينة الى a‏ وان هذا التكامل 
متقارب لحمع < 0 а>‏ متباعدلقیم 0 > а‏ فمثلا عندما | = ۾ فان 
се‏ 
кїў | edy = 1‏ 
0 
لاحظ هدا ان التكامل متقار а=‏ فا 
Ф‏ 
۱٥ ’dy‏ لړ | = Г(0)‏ 
° 
وداستخدام التکامل بالتجزئة نلاحظ ان 
F(0) = lim e "ny - lim е пу‏ 


ووسر уз‏ 
وهذا یعنی ان (0)] شكل غير محدد اي أن التكامل متباعد . كذلك فان 


0 > »,(») ۲ عدد موجب . وبقمة طرفي دالة كاما على ( » ) ٣‏ تحصل على 


1 


(игн,‏ ی 


Tia) 0 


م / ٤٢‏ الاحصاہ الرياضي ۹ 








ی ان ¥ متغير عشوائي بدالة كثافة احتمالیة 





1 
0 جوز اما و ا = буза)‏ 


otherwise 


وهذا یسمی الشكل الاول لدالة توزیع کاما بالمعلمة ۵ < . وبالرموز فان 
YG )»(‏ ويتضح من ذلك ان التوزیع الاسی بالمعلمة1 = هو حالة خاصة من 
توزيع كاما عندما 1 = ». وهنالك شكل آخر لدالة توزيع كاما مشتق من الشکل 


الاول وهو الاتي و 
ان ۷ حیث 0 < ۶ عندئذ 


بفرض أن 
eS‏ کا х.‏ © 
r= Í (5) е f ЖО‏ 
И‏ نو ان 5 
"ا B°‏ 
و بقسمة الطرفين على T (a)‏ نحصل على : 
اج 6 وا ۳ 
Гба)В“‏ 


وائی بدالة كثافة احتمالية , 


سی 1 


0ص۴ 6 ۹١‏ ——— = 
د 


f(x) 


other wise 


чү. 


وهذا هو الشکل الثاني لدالة توزیع كاما بالمعلمتین 0 < ۸,» وبالرموز فان 
B)‏ ,)6 ہ × . ویتضح من هذا الشكل ان التوزیع الاسی هو حالة خاصة من 


توزیع کاما عندما جج ه. ويمكن اثبات ان قيمة تكامل کاما هي 
! (1- »)2 (»ع) وکیا يلي : 


پل اسم - :پر mas‏ 
0 
وباستخدام التكامل بالتجزئة من خلال الفرض ان ye"!‏ = ,رل ”م = dv‏ 
V = — еу, дш = (а — 1)у°-?ду де‏ فاذن 


۴-267۵ | (-») + 5 — [ = ال اعم 
0 


0 


8 


усту‏ | — 9( سے 
° 
-1)F(« —1)‏ «( = 
و بنفس الاجراء السابق يمكن ملاحظة ان 
(2-»)2(1-ه)- )1 Г(а-‏ 
ای ان 


Г(а) = (а -1()» -2(1:)8-2(‏ 
واذا استمر الحال باجراء التکامل بالتجزئة فان 


{а—1){(е«—2)(«—3)...3210! 
(к-1)! 


li 


F(a) 


1 


И 7‏ ——— 1 
كذلك يمكن اثبات ان م ې =)— )على النحو الاي 


ضف 

















0 
1 
عليه فان‎ . dy = ×9× و بغرض 2 = لافان‎ 
р. 
1 к, КЕИ: 
r 3 = (+x) е 4 x dx 
0 
نیب‎ ٧ یج‎ 22 
= ال‎ 2 | e ? dx 
° 
لکن‎ 





E E 


1 


واستنادا لهده العلاقة فانه لاق عدد صحيح موجب مثل + فان 


( 2r + 1 ۱ ۱357...) 2۳ - 1) -— 
ШЕ: 7 x 


ХҮҮ 








وهکذا الحال بالنسبة لاية قيمة اخری الى r‏ . والشکل (5 без ) ٩‏ 
АЫ hkz,‏ توز عات کاما . 






)1 و2)) طسب 


—— (331) 


الشكل ( 5 ١‏ ) ؛ اشکال مختلفة لمنحنی دالة توزیع کاما 


ژسووو۳۔وسے — 


٦ے‏ ٤ے‏ ۱: الدالة التوزيعية : 


تعرف الدالة التوزيعية ئي توزیع کاما کالاتی : 





1 ٢ 
F = P (Y = z ler d 
(y) (Y<y) га) J, ê dz 


ух 











ان هذا التكامل هو تکامل كاما الناقص المنوه ме‏ فی الفقرة )٦ -٥(‏ لدی 


دراستنا الدالة التوزيعية Ó‏ توزیغ پواسون . وهنا يعني أن 


f z 1.8۳ ۶ dz 











۶ )۷( = 1-Р(Ү>у)=1- 
۱ г) +, 
a-i رسمار‎ 
тылы 2 
۳ K: اى ان‎ 
وکل مه‎ 
F(y)= È - 
ј=а j! 


ويلاحظ من الصيغة الاخيرة انها ممكنة التطبيق فی حالة » عدد موجب 
صحيح . وسوف لن نتوسع في دراسة هذه الدالة هنأ پسسب ضيق حيز تطبیقها من 
جهة اضافة الى أننا سوف نعرض وبشکل مفصل حالة خاصة لها لدی دراستنا لتوزيع 
مرېع كاي في الفقرة ( ۳-۱-۹). 
٢ 4 5‏ : الدالة المولدة لعزوم التوزيع حول نقطة الاصل . 

ان الدالة المولدة لعزوم توزیع کاما حول نقطة الاصل ھی 

.My(t) = (1 — ۰ 
البرهان : ان‎ 
M, (t) = Ee” = F. ا‎ exte P dx 


۲ )0( 8 o 


لل ыл. a‏ 8 1 
به )55( رگ ای 


روہ 











الات وو کے ظا فان , 
ن بفرص أن В я‏ فان 
А ^а 0‏ 
M 5 ЕГЕ‏ 
په P‏ . = ] د ا )0( 
š 1 8 $‏ 1 
ЧЕНЕ‏ 
ИА TT‏ 


1 


1-م > ۳*۱( — 1( 
مع ملاحظة انه اذا كانت 1 = ۸ فان *(1 - ) = дм}‏ تمثل الدالة 
الولده لعزوم توزیع كاما بشكله الاول 3 


وعن طريق هذه الدالة Же‏ استنتاج عزوم التوزیع وعلى النحو التالي ؛ 
يم = aB‏ ع (0) 6 پ ۳۰-۱( - ))8 = My(t)‏ 


ان 
وال 
EX?‏ = ٹور My(t) = ale + 1(82)1- 8۱-٩-1 + MZ(0)=a(e‏ 
فاذن 
с? = afa + 1( 8۶ - z282 = ap?‏ 
واذا كانت 1= 8 فان ¢ = H = а‏ 


Жы,‏ عام فان العزم ذو الرتبة r‏ حول نقطة الاصل غو ؛ 








۳ 
Р - 1 А: т حي‎ 1 1 
EX = - ۶۴ ۰1۵ ۶ dx 
۸زھ)؟‎ 2, 
1 8 - 2 
= — ۱ م۰ ۲۹ ۲۳و‎ # dx 
r(a)p° ل‎ 
1 
=R z Tir +a). prte 
1 .و‎ 
T(r + »( 
= و2 و1 ع 5و ام‎ ... 


1 )6( 








وھذا یعنی ان 
٢۲۷۲+ »(‏ 
Tia}‏ 


۸6 (0) = EX" = f". 


٤ ۹‏ - ۲ : خاضية الجمع في توزيع کاما Additive property‏ 

زا сб‏ یلا وبروت( ورگ متغیرات عشوائية مستقلة بحيث ان 
3 3 

Y= Y X, = G ( È в, ) فان‎ 3 


X~ 0 ) Ê)‏ عندئد 


і=1 Ыл) 


البرهان : افرض ان المتغير لا يمتلك دالة مولدة للعزوم حول نقطة الاصل . وهذا 


' يعني أن‎ 
š 
لوج‎ 
My(t) БЕТ ре: үл" 
و‎ = n ےط‎ ñ М, (0) 
і=1 i= = 


وحيث أن B)‏ يہ ) 6 ہ,× فذلك يعني ان My 01) = )1- ٤75‏ 
ае‏ فاد 
يه فان 


۷, )۲( 


Үш» 


® رمم 1( B‏ دن 
1 


1 
i 


والصيقة الاخيرة تمثل الدالة الولدة لعزوم متغير عشوائی يتوزع وفق دالة توزيع 


k 


. y ×ا‎ < G ( Y ,م . فاذن ) مه‎ D بالعلمتین به‎ US 
i=l i=1 


=1 


хул 





٦ے‏ ٤ے ٤‏ : خاصية التقارب من التوزيع الطبيعي : 


افرض ان (»)6 X<‏ وان — 


Ja 





Z= -‏ عندئذ فان Z~ N(0,1)‏ عندما 








۱ حت 22 1 А‏ £ .2 
اليرهان : حيث ان X< Gla)‏ فان با = 2 تمثل الدرجة العيارية في 
Va‏ 
E‏ وان 0= وس,! ح 3ه . لتکن М)‏ تمثل АЫЛ‏ الولدة 
لعزوم 2 . فاذن 
a 1‏ 
ету .M, | ——‏ توم = M(t)‏ 
ы‏ 
Š -«‏ بت 
ای ا 6 او = 
وان Va‏ 
t‏ ات 
—— -1| هلع - = لا K;,(t) = IDD M;,(t)=‏ 
i Ya‏ 
لکن و سب مشللة تايلر فان 
к? K?‏ 
к<‏ کے + — n(1+K)= K-‏ 


1 8 
K=‏ فان1 > | 6 |عندما تقترب » من الما لانهاية 





واذا فرضنا أن 


y va : فاذن‎ 


— t 2 13 
К,(1) = شه لیا‎ +a — + + +... 


үү 

















1 ہم د 
0 + — + = 
ЧЕ 3۷6 «‏ 
А ۹ ` 1‏ 
حیث( — ) 0 تمثل حدود لاحقة تتضمن » في مقامانها . عليه فان 
> 
Ë‏ 
lm. K,(t) = —‏ 
а i 2 2‏ دای 
وهدا ني أن : 
2 


t 


1 
lim M,(t)= e? 


азо 


والصیفة الاخيره تمثل الدالة المولدة لعزوم التوزیع الطبيعي العياري . وبذلك 
نستنتج ان (0,1) Z< N‏ عندما ہہ + » وان 

lim ©)»( ә №ов) N 
كذلك یمکن التوصل . وبتفس الاسلوب اعلاہ . الى ان‎ 

lim ٥)٥:۵۸( + N (uf, aß?) 

ونترك برهنة ذلك للقاريء . ان لهذه الخاصية اهمية كبيرة اثناء التطبيق . فھی 
تسمح Ш‏ باستخدام جداول التوزیع الطبيعي لحساب احتمال معين في حالة 
ملاحظتنا ان » كبيرة .فمثلاً اذا كان( 1000 ) © < × وتطلب الامر حساب 
P (X > 980)‏ فان ذلك يتم على النحو التالي : حيث ان » كبيرة نسبیا فان 


/ X — 1000 980 - 1000 ١ 
вох < 980) = P, ( > مت‎ 
0۵0 y 1000 





P (Z< — 063)‏ = 
ی جداول التوزيع الطبيعي نلاحظ ان 02643 = )063 - )7 فاذن 


1 80 
P (X > 980) = کسه 999 ا سب‎ dx = نل‎ 
( ) F (1000) ), 1 е7*@х = 3 


SYA 








٦ے ٤‏ ۔ ه: النوال ونقاط الانقلاب في توزيع کاما 


بفرض ان ( )8 ~G(e,‏ سی وا مار وہ التوزیع هو 
رو - »)6 وان نالك نقطتا اتقلاب في منحنی نالة هذا التوزيع هما 
1 ول م *(1-») х=‏ 


البرهان : ان 


1 2 
{ -٧ 1ص مج‎ 
۳ Г(а)в 0 


рух 


1 
In f(x) = )صا‎ 
n f(x) = In ۳27 (+ (e — 1)lnx 


وبايجاد الشتقة الاولى نسبة الى »ا نحصل على ' 


f(x) سي‎ 1 1 e 1 | 
= — -rost = - — 
f(x) x В 58 x В 





وبوضع 0 = (х)‏ 7 فان : 


a-i 1 «—1 1 7‏ 
دوو - > توت _ ти‏ ا 








وهذا يعني ان (1 - »)8 = × كذلك فان 


f(x) لطم رٹ اك‎ =H 


В!‏ وا 


1 
P(x) 1, раса payi“ 2)» -1(( <0 


وان 


5 ان المشتقة الثانية سالبة عندما (1 - )6× فذلك يعني أن منحنی 
دالة هذا التوزيع له نهاية عظمى عندما )1 - »)8 = عرمن ذلك نستنتج أن , 
المنوال لتوزيع كاما هو (1 - »)۸ х=‏ 


FY 























وبحعل 0 = ( × )"۴ لفرض ایجاد تقاط الانقلاب . تحصل على 


š | سرو ای‎ aN Ó 
(x). یہ‎ 5 : = 


لكن0 < f(x)‏ فاذن 


وبحل الصيغة الاخيرة نسبة الى x‏ تحصل على . 
ja > 1‏ 1 ۷م +(4-1)م х=‏ 


ونترك للقاريء اثباتانهعندما له =B(a— DLE‏ =× فان 0 # (×) ۲۳ .و 
يعني ان لمنحنی د دالة توزیع کاما نقطتا انقلاب аз‏ ان على بعد متساو الى یمین 
ویسار المنوال هما 1 » لي م + (1 - )م = »× . والشکل ( ۹- ۷ ) р?»‏ 
موقع المنوال ونقطتی الانقلاب . 





X4 رر-ی م۸‎ X2 @ 


الشكل (٦۔۔ (w‏ موقع المنوال ونقطتی الانقلاب في دالة توزيع کاما . 


٣۸۰ 

















Droa 
| = fix}= — xe :۶ > 0 


wi 


aB? = 8‏ = }6,0 = قود راو 
1 


حسم 2- 
د >اء (1-3)- зму)‏ 


4 ارق‎ = У ۲+۲ 2(۴, > 1,2,... 


5 سه‎ ۹ Г و‎ 
б F(x)= — | ue qu اب نه‎ сеек pe 
(x) 9 Я 3 





F (o) =0,Е(1) = 0044625 , )10( = 2 


مثال (x)‏ : اذا كان 6)٥:0(‏ ~ . برهن ان الوسط التوافقی مساو للمنوال فى 
هذا التوزيع . ثم اشتق صيغة الى ЕХ"‏ عدد موجب صحيح . 


الحل : حسب تعريف الوسط التوافقی فا 


1 1 1 5-5 و‎ 
= Е — = - жез. ах 
د‎ x Га) ۴ و‎ ٤ 
1 i 
= —— -رر-وار‎ ۱ dx 
Pla) ° و‎ 


ويتضح أن قيمة التکامل في الصيغة الاخيرة هي ۴۳-۱ .(1 - Га‏ عليه فان , 


1 1 1 
— = Eqa- i)o: - 
H ٢۲٢م"‎ Bla ~1) 
, 1 = فدن (1- )م‎ 


۸۱ 











كذلك فان 


1 © 
| لسع مو‎ е7*/# dx 


EX T ss عسي سمت‎ 
r(a)B° о 
= — егото ۶ہی‎ 
Г(о) 6" a . .عليه فان‎ 
1 ع ن)'1‎ * 
EX” = سج) ] سس‎ (۲ = а tag 
۲) r(a).F 


مثال (۴): افرض أن × بح یگ میا متغيرات عشوائية ستقلة بحیث ان 
0 دات ( ے۔ ره ) ود 
١‏ وس 1-1 
البرهان : 
افرض ان Y - 2x‏ وان ۷ یمتلك دالة مولدة للعزوم حول نقطة الاصل . 
وحسب هذا الفرض فان : 
M, (t) = Ee = Ве? ч‏ 


=E Ilex, 
i=1 


وحیث أن المتغيرات А.Х Х.Х,‏ فذلك يعني ان : 


My(t)= H Бех; = TI My (t) 


کت یه 


۳ و 
لکن ووو ,88 9ч‏ سس = (t)‏ لا 


M )٤( = п ° -( Š ) 
0—t 8 - 4 


فاذن 


YAY 





وبقسمة البسط والمقام على 4 Jaw:‏ على : 
yn‏ 1 اھ 
تلع و د 


sts,‏ هن lutan‏ فد الدالة المولدة لعزوم متغير مثل ү‏ حول نقطة 
1 
الاصل يتوزع كتوزيع كاما بالمعلمتین و = ‚а‏ 9° = 6 . فاذن 





з 
——|,Х, ~ EXP 
7۰۴ (8) 


TAY 


تمارین عن توزیع کاما 


۱۷٦-۹‏ اا کان (6)2:3 ,كا مستقل عن (1,3) 6 له X‏ جدهايلي 
أ دالة الكثافة الاحتمالية للمتغير ۵ + УХ‏ تم اريم مخطط هذه لالہ 
ب - الوسط والتباين للمتغير ۷ . 

کے (2 < PAY‏ ,)10 ۷ > و 


کے Db w‏ کان х‏ پل الوسط الحسابی لقیاسات عيلة عشوائية قوامها n‏ 


مسحوبة من ١‏ برعن ان( سک ,مه )6 × 
n‏ 
*- ۰۷ برهن ان معامل الالتواء لتوزیع Giep)‏ لایعتمد على . ثم 


بين أن هذا التوزيع ملتو التواء موجب . واذا كانت مه ہے 
التوزیع يقترب من حالة التمائل . 


بين ان 


1 1 
٦‏ ۹ اذا کان (0,1) لم دمه ان[ سب — = Y‏ 
2 


٦س‏ ۰ : اذا كانت :2:7 متغیرات عشوائية مستقلة كل منها 
يتوزع وفق دالة توزیع (0,1) N‏ . برهن ان 


EX = п аъ) - اذا کان 06,1 نہ 6 برھزان .. ,1,2 ھ10‎ -١ 


ел 


FAL 


Beta distribution توزیم بیتا‎ : ٥ س‎ 


ان هذا التوزيع 77 من دالة Beta function С‏ او ماسمی في بعض 
الاحيان تكامل بیتا. ويعد | من التوزيعات ذات اهمية تطبيقية في حقل 
الرقابة على جودة الانتاج من 0 تكوين مایسمی ٠‏ جداول عينات القبول 
Acceptance sampling tables‏ <„ التي تستخدم في اتخاذ القرار بشان قبول 
جبات الانتاج استناداً ای نسب الوحدات المعيبة في العينة.ان تکامل بيدا معطی 


بالصيفة التالية 
1 
x) dx‏ -|), اګ | = su.‏ 
0 
) می و یا т чш‏ 5 7 
حیت0 > LA „a, B‏ اوت طرفي دالة o‏ على 
F(a + f)‏ 
8B), B)‏ نحصل على : 
1 1 
x) l dx‏ -)) لدعي اي ون 
В(«,б) “o‏ 
ومما تقدم نستنتج ان × متغير عشوائی بدالة كثافة احتمالية : 
T(a + 8)‏ 
{(х;@,В) = ñ х®7%.(1—х)7! ,0<x<1‏ 
Г(а). ГОВ)‏ 


وفي هده الحالة يقال ان المتغير العشوائی X‏ يتوزع وفق Mb‏ توزیع بيدا 
سوہ ,@ . وبالرموز فان (م ۰ ~ زو ادا كانت = Ё‏ = ۵ فاننا سوف 
تحص لة التوزيع المنتظم المتمر على الفترة )0,1( . والشکل {зл л)‏ 


ہین ۹ ہم" 


م / чә‏ الاحصاء الرياضي хле‏ 























۸ 





الشكل ( ۰- ۱۸) : الاشكال المختلفة لدالة توزيع بیتا 


٦ے ۱_٥٢٥‏ : الدالة التوزيعية 
تعرف_الدالة التوزيعية في توزیم Us‏ بانها Bb‏ ( أو تكامل ) بیتا الناقصة 
Incomplete beta function‏ وشي : 


ss‏ مع رویز 
و۵ ۳۱۰۱-۱۳-۰[ болеа у= T(r (B)‏ 
0 


وهنالك جداول خاصة بهذه الدالة oss‏ قيم x‏ التي تعطي احتمالا متراکما 
مقداره  F(x)‏ لاحظ احد هذه الجداول ( جدول ہماحق ب)الذي صمم لا یجاد 
قیم * التي تبیمل 005 = Р(х)‏ عند قيم مختلفة الى 1 - 8# ل0 ЗЫ‏ قيمة 
F(x)= 005 Jes „lx‏ عندما 4 = »,6 = 8( اي عندما 3 = 5,0% = 6۶۴ ) 
هي 016875 = X‏ ` 


٥٦‏ ۲ : الدالة المولدة تلع وم حول نقطة الاصل 

يمتلك توزیع تا Д‏ مولدة للعزوم حول ihz‏ الاصل . الا انه من الصعوبة 
صياغتها بشكل مألوف كما في التوزیعات السابقة التي درستاهاء وامكن اشتقاق 
о‏ لهذه الدالة ( على الرغم من كونها صيغة معقدة بعض الشيء ) باستخدام 
ماتسمى ب ر الدالة الزائدية المندمحة Confluent hypergeometric function‏ “ 


وكما هو مبين بالاتي : 


My (t) = سوچ‎ =M(a;a + B;t) 


giii t 





: 


از + مر 


Z= I (Z + j), و د‎ ж 
اسر‎ А 
: وهذا يعني أن‎ 
@ t aa + 1) 2 
ون‎ a+ р ) + 8()+ 8 (ړم‎ 2! 5 


YAY 














وبٹکل خاص فان العزم الاول والثاني حول نقطة الاصل هما 


= 
шу = М0) = صصح‎ 
Әс ИГТ. Я 
ون‎ 
«{(«+1) 


و 
EX? = MO) = + (+ + ۱‏ 
عليه فان التباين في هذا التوزیع هو , 
af‏ 2 
جح سب а‏ کے ہے لے 
EX Hs Tur ۴.) 8+1)‏ ديم 
وكبديل لهذه الد الدالة يمكن اشتقاق صيغة للمزم ذي المرتبة f‏ حول نقطة الاصل 
وکما پلي , 
EX = Tath) [ x.t ху. dx‏ 
rart) "о‏ 
نون د ایا 
Fia) F(8) 0‏ 


F(a + 8) T(r +a). ELB) 


= шу) #١ 
فاذن‎ 
гатка). ГО + В) PE ды м, 

Tay ۲)۲+ +۰‏ = )8:0 ۱۵ = يرع 


0-5 > : المنوال ونقاط الانقلاب في دالة توزيع шә‏ 


کماهو معلوم فان ن المنوال یمثل قيمة x‏ المعرفة في 


,9 الناتجة مه 
المعادلة التفاصلية 0 = (х)‏ نک 


ууз > 0 بشرط أن‎ ۲ 
پا‎ F(a + В) 

sC aE аа 
{{х)=С.х 1 x) РИТ 


^^ 


او ان 
x)‏ — )دازا - Inf{x) = inc + (a – (18 5 + (Ê‏ 


وباشتقاق اطرفین بالنسية الى x‏ تحصل على 
a-l ۶ - 1 )‏ ( 
انب 0 бех) = х)‏ 
х‏ 

















1-х 
فان | 2-1 کے‎ Г{(х)=0 وبوضع‎ 
rex) سج‎ 
x 1-х 
дае ТЕ 2" وت اا و‎ 
х 1-х 
a - 1 
: هي‎ x و نض إلى‎ ае 
1ي 1ے ادن‎ = 1 
۳0-۲ - لن‎ 8-1٢ ال لک‎ | 
x {1 - хр х 1-х 
وان‎ 
٢-272 LRV 
ro] satail ٢+۸2  )ع+م-2(‎ | 
2 a-l ۶-1 
a+  - 2 
: وبلاحظ مايلي‎ 
f(x) وذلك يعني ان الدالة‎ Кесе عندما‎ {(х)<0 أن‎ 
تمتلك نهاية عظمى وان سے = «تمثل قيمة المنوال لهذا التوزیع وان‎ 


7 ‚«+Ё—2 
تمتلك‎ f(x)  ةلادلا وذلك يعني ان‎ 2 > 1,» > ١ عندما‎ )«( <0 


نهاية صفری وفي هذه الحالة لايمكن تعریف المنوال في هذا التوزیع . کذلك يمكن 
بيان ان لمنحنی دالة توزيع بيتا نقطتي انقلاب М‏ 1 < قےء هما 
еа,‏ ام له 
«+Ё—2 a«a+8-2 »+ 8-3‏ 
ونترك للقاريء برهنة ذلك . ويلاحظ ان هاتين النقطتين تقعان على بعد متساو, 
الى يمين ويسار المنوال وهما قيمتان حقیقیتان معرفتان في الفترة )0,1( O‏ 
كانت 2= »,1 -م فان f(x)=2x‏ وهنا يعني ان مخطط الدالة 


^^ 








f(x)‏ عبارة عن خط مستقيم يمر من نقطة الاصل ميله 2. واذا كانت 
1 > ,2= م فان (× - 2)1 = (х)‏ وفی هذه الحالة فان مخطط ДЫЛ‏ 
f(x)‏ غبارة عن خط مستقيم يقطع المحور الصادي عند النقطة )0,2( 
ميله 2 ( لاحظ الشكل ١‏ ۸ ) . 


. الالتواء في توزيم بيتا‎ : 4 ے٥‎ -٦ 
حيث أن صيغ الوسط والتباین والمنوال في هذا التوزيع معرفة عليه واعتماداً على‎ 
: هذه الصيغ فان معامل آلالتواء في توزيع بیتا هو‎ 





Mean – Mode 
Ss, = سس‎ 
g 
لکن‎ 
=“ بو‎ - 1 
Mean - Mode = - ——ə—. 
«+f a+  - 2 
p-a 
` -خه)(8خه)‎ 2( 
فاذن‎ 
= ۲ 1 
تو یدسا نھد اہو‎ 


(z+ B- 2) ав 


ويلاحظ من صيغة معامل الالتواء مایلی . 


f(x) АЫ اذا كانت 8 > » فان 0= 8 وذلك يعني ان مخطط‎ ١ 
„(л сл) لاحظ الشکل‎ × = mode = „а متمائل حول‎ 

v‏ اذا كانت д» рэ‏ ۵< پ8 وذلك يعني ان مخطط الدالة 
f(x)‏ ملتو التواء موجب . وتزداه شدة الالتواء بزيادة الفرق بین 
а,в‏ 

۳ اذا كانت #حه فان ۶>0 وذلك يعني أن مخطط الدالة 
f(x)‏ ملتوالتواء سالب . وتزداد شدة الالتواء بزيادة الفرق بين 8,» 


YA. 


٦‏ هه : حالات خاصة لتوزیع بيتا 

نستعرض في هذه الفقرة بعض الحالات الخاصة لتوزیع بيتا التي يتم الاستفادة 
منها في نظرية ( المسارات العشوائية "Randomwalks‏ وهي : 
۱- توزيع الجیب القوسی Are - sine distribution‏ 


1 К 
فى حالة اختبار = م = ۾ عندئذ فان‎ 
5 


2 


өе 


1 
1 - – = 
бх) = —x 2 .)1-*( :0 > ۲ > 1 
п 


ان تسمية هذا التوزيع ب « توزيع الجیب القوسي + ناجمة عن کون ان : 


Е(х)= P(X <x)= —sin-! f x 
х 


ومخطط هذا التوزیع مرضح في الشکل (8-5). 


۲ س توزیع الجیب القوسی العمومي Generalized arc-sine dist.‏ 
اذا كانت 1 В‏ + » وان B‏ و #عندئذٍ نحصل على حالة خاصة من توزیع بيتا 
5 7 1 3 
سی الوزيع الجيب القوسئ موی كاله بح سام 82 فان 


اھ 


0 > ۸ > 1 


TAN 














А‏ هس ٦‏ : امشلة 


مثال )١(‏ : اذا كان(8)2,3 < فان : 


1—f(—(xz)= 12x(1—x);0 <x > 1 


2 - F(x) = 12 [һа  ۍزت‎ du 


0 


= 6x? — 8x? + 3х4 :0 > x < 1 





لاحظ ان 
5 ے )005( ۴ ,1 = F(0) =0,F(1)‏ 
a 2‏ 3 
S‏ و Кек‏ 
af 1‏ 
= سس == в?‏ 
B + 1) 25‏ + ۳۰۱۰( + ) : 


4 - My(t) = M(2;5;1) 





X 
у نہ × . جد الدالة المولدۃلمزوم‎ Ва, й) مثال ( ۲) : لیکن‎ 


ال 
افرض ان المتفیر ۷ يمتلك دالة مولدة للعزوم حول نقطة الاصل . وهذا يعني 


أن 











чах 





وحيث أن В)‏ ,»)8 ہ × فاذن . 


х' 


٤) x | 1 )6 + 8) 1 x” (1 x) idx 
1-Х ۲۵۲ )۵( ول‎ (1-х) š 


TOEP | gerni xP dx‏ ے 
r(e)JF(8} "o‏ 1 


ويلاحظ أن التکامل اعلاه یمثل تکامل بیتا بالمعلمتین (؛ + »),(: - م) 
وان قيمة هذا التکامل هي . 


Г(а +1). ГЁ 0) 





علیه فان T(a + Ê)‏ ۰ 
га + В) ۳+۲۸ +۳2٩ gy,‏ | 
MAD = таго ۲۱۰۰ 8( ria) TCR)‏ | 
تمارین عن توزيع بيتا 
5ك ۲ : اذا كان В(а, В)‏ مع . اشتق صيغة لكل ممایلی : 
أ الوسط التوافقی 
ب - معامل الاختلاف 
5 5 : لکل حالة من الحالات التالية جد قيمة الثابت с‏ بحیث ان f(x)‏ .هي 
دالة لتوزیع بیتا 


{(х)=с.х?{1—х)})* -i 
f(x)=c.x2(1-x) با ب‎ 
х) = с(х = x?) ج‎ 
يم٢)«(ح‎ ек(5 - х)6,0 >× > 5°! بحيث‎ с جد قيمة الثابت‎ Yt ے٦‎ 
. دالة لتوزيع بیتا‎ 
رط‎ )( ХУ, EX, Е(1 — x)" جد‎ . X لم‎ Bla, В) بفرض أن‎ : 85-5 
۷ =1 - ХВО, а) اذا كان (م,»)8 نہ × . برهن أن‎ ء۲٢‎ _٦ 


<s 











5 5 : توزيعات مستمرة اخرى 
Other continuous distributions‏ 

سوف نستعرض في هذه الفقرة بعض التوزیعات الستمرة الاخری . غير الذ کورة 

في الفقرات السابقة . ذات العلاقة بالنظرية الاحصائية من خلال عرض لاهم 
خصائص هذه التوزيعات دون اللجوء الى البراهين والاشتقاقات اللازمة لهذه 
ЕТК е" 0‏ | 

الخصائص ) ماعدا 2 بعض الحالات التي تتطلب التوضیح فقط ) بهدف اطلاع 

القاری» بها 


Cauchy's distribution توزیع کوشي‎ : ۱١-٦ -٦ 


ينسب هذا التوزيع للعالم الرياضي الفرنسی ALL. Cauchy‏ الذي تمكن من 
اشتقاق هذا التوزيع ونشرہ عام ۱۸۰۳. ويعرف هذا التوزيع على النحو التالي : يقال 
أن المت العشوائي × یتوزع وفق توزیع کوشی اذا كانت دالة الكثافة الاحتمالية 


لهذا التغیر هي : 


b 
f(x;a,b) = — 


— T; وت‎ > x < م‎ 
7] 9* +(x - a)” ] 


ا وت © > >a‏ م - ,0 < 9 . وان а‏ تما 


س لوقع التوزيع على الحور السيني ال سر ات 


7و КЕЗ b=‏ نحصل على توزیع کوشی لعياري s hall‏ 1 کذافته 

الاحتمالة ; 1 

5, = ———Ə—əƏ. ; — 0 < x < 00 : جتمالیه ب‎ 
Е, «(1 +x?) 


بعض خصائص هذا التوزیع : 

٠‏ أن منحنى دالة توزيع کوشي متمائل حول المحور 4= «. وهنا يعني ان 
المنوال في توزيع بع کوشي هو قيمة المعلمة а‏ وان لاي عدد موجب مثل h‏ فان 

f(a +h)‏ = رط - ۵ )۶. وبذلك فان \ لعظ 


الدالة (*)؟ تکون في نيايتها العظمى 
عندما a‏ = × وقيمة الدالة عند هذه النقطة هي : 


1 
Мах, f(x) = f(x)i,-, = و‎ 


44 


قيمة b‏ . كذلك فان لنحنی دالة هذا التوزيع نقطتی انقلاب ساپ ۾ = × 


ویلاحظ من هذه الصيغة ان منحنى دالة هذا التوزيع يزداد تفلطحاً عند زيادة 


: 3/ 
a;‏ 3 ای 2 
وان قيمة الدالة عند هاتين النقطتین هي پو . والشکل (5- сез ) ١‏ 
7 
مخطط دالة هذا التوزيع ؛ 





W 


a а 2 + = 


b b 
۷" EB 


الشكل ( 1- (W‏ مخطط دالة توزیع كوشي 





1 
1 
i 
1 





чё 
: الدالة التوزيعية لتوزیع كوشي هي‎ -۲ 


du 
[b +(u-a)] 


K = 2‏ 1 1 
шыс.‏ اور ہی یہہ یں سج 
я b‏ 2 


۱ 
F(x) P (X x) 
x 





Ao 


ونظرأ لامكانية حساب الاحتمال التراکم بشکل مباشر من خلال F(x)‏ فان 

ذلك لایستدعی تکوین جداول خاصة بهذا التوزیع . فمثلاً اذا كانت 4 a=‏ 

6 = ما فان 06024163 = (6) ۴ وان 03524164 = د كذلك يمكن 

ملاحظة آن + F(a)=‏ وهذا يعني أن الوسيط فى هذا التوزیع هو قيمة العلمة 

الربيع الاول فيه هو قيمة А к‏ من حل لس (ھ)۶ وهی 

5 - ۾ = ,© . حسب خاصية التمائل فان قيمة الربيع الثالث هيم + ۾ - بو 
او انها قيمة × الناتجة من حل 3 (ўе‏ 

' 1 
ان العزم ذو الرتبة т‏ حول نقطة الاصل غير موجود . وذلك يعني عدم امكانية 
تحدید и‏ التوزيع وتباینه وكذلك ای عزم من عزومه 


٠‏ وبیدف توضیح 
ذلك أفرض ار ن وهه ےو قان 


1 a х" 
ЕХ' = — f -—— dx 
т 


به - 


و باستخدام التکامل بالتجزئة من خلال الفرض بان 





x 1 
u = تير‎ tdu = (r — 1( 20,0 = md >v = —In(1 +x?) 
1+х? 2 
, فان‎ 
1 r-i Ы 
EX" = دص از‎ — x 2 |n(1+x2)dx 
27 وك 28 ٭-‎ 


لاحظ ان ناتج التکامل متباعد Was‏ يعني ان EX:‏ غير موجود . ولان هذا 
التوزیع متماثل عند النقطة А × = a‏ یمکن القول ان متوسط هذا التوزیع هو 


i ко‏ تی اعتبار مريع الانحراف الر بيعي كمقياس بديل للتباين 
هذا التوزيع حیث ان الانحراف الربيعي في هذا التوزیع هوه 
Q (a+b)—(a—b‏ - ره 
پا ) aE‏ 
2 2 


۹۹ 











f الولدة لعزوم توزيع کوشي غير موجودة بسبب آن»۵ )0م‎ ЫЙ -٤ 


ТУКА‏ وه 


: الدالة المميزة لتوزيع كوشي هي‎ ә 
ФИ) = اناه من ب او‎ 
بشکل عام فان منحنی دالة توزیع کوشی اكثر تفلطحا من منحنی دالة‎ 5 
× عند الفرض بان برح هر6 = 8 أي ان المتغير العشوائي‎ Nimo?) 
وكما هو موضح في الشكل‎ . он توزيع كوشي بالمعلمتين‎ Mb يتوزع وفق‎ 


(i) 





о) 
и 
الشکل (۰- ۲۰) ؛ مقارنة بین توزيع طبيمي وتوزیع كوشي‎ 
а — سس‎ 
E متغیرات عشوائية مستقلة‎ X; Х. اذا کانت‎ ۷ 
سوا بحیٹ‎ 2 X 

G حيث‎ . ,Y= Y CX, وان‎ X, ~ cauchy ( a, b; ) 

ثوایت حقيقية . عندئذ 4 


-Y < cauchy( У ca, У ٢ 
سیف 1 < و‎ 


FAY 

















ويمكن استنتاج هذه الخاصية ( خاصية الجمع ) من خلال الدالة الميزة . 

ویشکل خاص اذا كانت Xp X... X,‏ تل قیاسات 
عشوائية مسحوبة من توزیع کوشی بالعلمتین ba‏ فان الوسط الحسابى 
لهذه العينة سوف يتوزع کتوزیع كوشي بنفس العلمتین bia‏ اي ان 
X ~ cauchy (a, b)‏ ویمکن اثبات ذلك من خلال وضع 


5 لے" 


1 
a, = a,b, طے‎ )0 = — Ў, = 12 ھی‎ 
п 


۸ اذا کان 7,М{(01)‏ مستقل عن )1 N(0‏ 2 و Зло‏ فان 
ыу а 06221)‏ چو اي أن السبة ما بين متغیرین 


Z, 


عشوائيين طبيعيين معیاریین تتوزع كتوزيع كوشي معياري . 


٢ 5-5‏ : التوزیع اللوغارتمي الطبيعي 
The Log - Normal distribution‏ 
ان للتوزيع اللوغارتمی الطبیعی اهمية لاتقل عن اهمية التوزيع الطبيعي في 
الجوانب التطبيقية للنظرية الاحصائية . فهو احد التوزيعات الهامة التي تدخل في 
موضوع الرقابة على جودة الانتاج . وكذلك في الدراسات التعلقة بعلم الحشرات 
entomological problems‏ والکیمیاء الجیولوجیة chemistry‏ — ممع 
وغیرها من الوضوعات التي يدخل فيها الاحصاء کاداء للتحليل. ویعرف هذا 
التوزيع على النحو التالي . اذا کان (22,يم)8 YA‏ وان Хе‏ عندئذ 


يقال ان × يتوزع كتوزيع لوغارتمي طبيعي بالمعلمتين بر ,2و , 


اليرهان : 


أن 


dx 
X = e — Y = 1۳26 , dy = ,0 > x > © 
1 


TAA 























1 7 1 у-н ү 1 
— | رواجم‎ 
5 27 с - و‎ 
فاذن‎ 
| Í انت‎ a جا‎ 2 dx 
= f е 2 с ) سیب‎ = ! 
М Ir 6 ^о К 
: هي‎ X للمتغیر‎ А وهذا يعني ان دا لد الكثافة الاحتمالية‎ 
| 1 ss) 
: бодо?) ع ر سس‎ 2 жоо DESO 
| KY 27 о 
X ~ юам (оё) حيث ان © > یر > م سے ٥ی وبالرموز فان‎ 
ЕР У 
ген. ~ N(0 1) فان‎ X ~ ВМ (да?) اذا کان‎ ١ 
: ان الدالة التوزيعية في التوزیع اللوغارتمي الطبيعي هي‎ v 
F(x) = P, (X < xX) = ۲,۱۱۵ < inx) 
= P (Y > Inx) 7 Мда?) 
Y lnx — 
لاک ووه‎ < | 
с g 
lnx — и 
= P, | Z< رات‎ ;Z < N(0,1) 
2 
Inx - 
د‎ Б انت‎ 
с 
تعني الدالة التوزيعية للتوزيع الطبيعي العیاري . وهذا‎ ФО) حيث ان‎ 


К‏ أنه يمكن انتخدام جداول التوزيع الطبيعي العياري فی حساب التراکم 


AA 


الاحتمالي للتوزيع الطبیعی اللوغارتمی . فمثلا اذا كان (2,4) logN‏ نہ X‏ 


فان : 
01587,F(2)= Ф - 065)‏ = (ا - )ھ = (۴)1 ,0(<0 -)ه = F(0)‏ 
2578@ = 
— ان العزم ذو المرتبة r‏ حول نقطة الاصل لتوزيع  logN(mo?)‏ هو: 
Мда?)‏ د لا ЕХ” = E(e")' = Ee" = Мү(г)‏ 
PE‏ 
БУДЕ‏ کا е 2 К‏ = 
وات اد 2ى + д‏ 
صن 2 u, = EX=e‏ 
وان ود EX? = еди‏ 
وبذلك فان 
EX? — {EXP‏ = و = V(X)‏ 


2 2 2 2 
= وس 20 مت‎ =e (e – е") 


- اذا کانت ملد Xy Xo‏ متغیرات عشوائية مستقلة بحیث ان 
logN ) 0۶ )‏ سم X,‏ عندئز у= H XK, logN (p по?)‏ 
isl‏ 


(InX) = o? , E (ах) = عندئذ بر‎ × ~logio) اذا کان‎ ٥ 


5 ان النوال في التوزيع اللوغارتمي الطبيعي هو قيمة x‏ الناتجة من حل العادلة 
التفاضلية 0= ٢)×(‏ بشرط أن ({"(х)<0‏ وهي xanh‏ 


وعليه فان | 


7 
Мах. f( و )در‎ ыр Л А 


كذلك یمکن بیان ان لنحنی دالة هذا التوزيع نقطتی انقلاب ناتجتين من حل 
٤٢) «( = 0‏ بشرط ان 0 #۶ (م) "۲ ый».‏ النقطتين هما: 


2 
воан و‎ 




















“- ان الوسيط لهذا التوزيع يمثل قيمة x‏ التي تحقق 


Еж) =‏ او 
е ах - y 1‏ 1 
و рсе‏ وو شس تر —— = (0) 8 قافن 
2 0 2 
یرس юх‏ 
е‏ سے ور әіах= и‏ 0 = - 


ويتضح مما تقدم ان متوسط التوزيع اكبر من وسيطه وهذا اكبر من منوال 
التوزيع اي ان 


: ان‎ 
р, =e 2 > median = ей > mode = ۶ھ‎ 


وهذا يعني ان منحنی دالة هذا التوزيع هو ذو Л‏ موجب . والشکل (чуу)‏ 
يوضح مخطط دالة هذا التوزيع : 








زګ 0 


الشكل ( .)١٢ ١‏ مخطط لدالة توزیع لوغارتمي طبيعي . 





م / ۹ ال حمبام الرياضي t‏ 





5-5 ۳: التوزیع السوقي ( اللوجستي ) Logistic distribution‏ 


تبرز استخدامات هذا التوزيع وبشكل خاص في الدراسات المتعلقة بعلوم الحياة 
Biological assay‏ والعلوم الزراعية АСЫЙ,‏ وبشکل عام ق الدراسات ذات 
الطابع التجريبي . وفيما يلي تعريف لهذا التوزيع ۰ يقال ان التغیر العشوائي × 
هو ذو توزيع سوقي اذا كانت دالة الكثافة الاحتمالية لهذا المتغير هى . 


1 ‚|1 ( z-a 
fixa, 8) = 4 . sech 21 8 - 


х-@ 


x-a кее \ 
8 )2:- مه‎ < x > 6 


кес 


حیث ,»© تمثلان معلمتي التوزیع وان a > ою‏ > مه - ,0 B>‏ 
وپالرموز فان X < Logistica, B)‏ وفیما پلی بعض саћа»‏ هذا 
ال 


توزیع : 


Е(х)= P (X > (ر×‎ 


1 
| 
| 
стт,‏ 
+ 
5 
لسا 
= 
° ورا 
s| =‏ 
حر 
+ | 
ا 
دا 
— 
لسا 
لپا 


1 
m 
+ 
6 
1 
~ 
= 
wf | 
а 
— 
سا‎ 
' 


كذلك يمكن التعبیر عن Fi) MYS fix)‏ من خلال العلاقة التالية 
1 

. ونترك برهنة ذلك للقاريء‎ f(x)= جو لر یت‎ s 

- ان الدالة المولده لعزوم X‏ حول نقطة الاصل هی , 


e“.T(1 - В). rii + BU) 
= e" {nfi}. csc (rft } 


M(t) 





ومن خلال هذه الدالة یمکن بیان ان ۔ 


_ 262 
ہیر‎ = EX = М,(0) = a, EX? = ٧٧ ہے رو‎ Ê 
3 


202 
п 
۳ ۳۶ Ё 


از 3 


*- پتحقق النوال في هذا التوزيع عندما »ب »م وهذا ناتج من حل ا عادلة | 
التفاضلية 0 = («) ٢‏ بشرط أن ["(х)<0‏ . وعندئذ فان | 


Max f(x) = f(x) Î, a, = نار‎ 
48 


AUS t‏ يتحقق الوسيط في هذا التوزيع عندما a‏ = × وهذا ناتج من حل الصيغة 
لے вк)‏ ونلاحظ في هذا التوزيع تساوي الاوساط الثلاثة ( الوسط . 
А2‏ التوال ) وهذا يعني ان منحنی دالة هذا التوزيع متمائل حول المحور 


بن = ر . والشكل (ve ШМ)‏ يوضح مخطط هذا التوزيع . 


الشكل отел)‏ مخطط لدالة التوزيع السوقي . 














4 اذا كانت 0 = »,1= م ле‏ تحصل على الشکل المعياري لهذا التوزیع . 
وف هذه الحالة تكون , 


1 x 
f(x)=e (i+ مہ = ہے ههو و‎ > x > 0 


1 
Р(х) سے‎ ]1 +e ھ7[‎ [а] 


M, )۱( = F(1 —t).T(1 + t) = zt. هه‎ zt كذلك فان‎ 





Laplace distribution توزيع لا پلاس‎ : ٤ ب٩‎ ٩ 


یعتبر العالم الفرنسی Laplace‏ اول من اكتشف هذا التوزیع وكان ذلك عام 
٤‏ . ويعرف هذا التوزيع على النحو الاتي . يقال ان المتغير العشوائي X‏ يتوزع 
كتوزيع لاپلاس اذا كانت دالة الكثافة الاحتمالية لهذا للتغیر هي , 
1х6‏ 


f(x,z,B)= er Tg سے‎ c < x > 0 


26 

حيث أن 06 تمثلان معلمتي التوزيع بحيث ооу‏ > و < مه —,0 > و 
وبالرموز فان X~ Тар(а, f)‏ . والشكل (5- ۳ يوضح مخطط ¿Jo‏ هذا 
التوزیم : 
ویلاحظ من الشکل (v -٦(‏ ان الدالة f(x)‏ تکون في نهایتها العظمی 
عندما » x=‏ (اي ان التول في هذا التوزیع هو قيمة العلمة » ) وان 

1 

Мах, f(x) = f(x)1,-, > E‏ 2005 فان منحنى دالة هدا التوزیع متمائل 
حول المحور = x‏ وهذا يعني أنه єз‏ عدد موجب مثل h‏ فان 
h) а +h)‏ - 106 . وفيما يلي بعض خصائص هذا التوزيع . 


4-5, 








همه نا оо‏ - 


شکل (тал)‏ مخطط Ub‏ توزیع لاپلاس 








а 


وحیث АЙ‏ من السهولة حساب قيم F(x)‏ مباشرة من هذه الدالة لذا فانه 
ليس من الضروري اعداد جداول خاصة بهذا التوزيع . 
۲- الدالة الولدة لعزوم توزيع لايلاس حول نقطة الاصل هي : 


at 


м, (t t< 
(= پس‎ 


w 


وان الدالة الولدة التراكمية هي 


Bt)‏ -1 )ول — My(t)= at‏ صا = )0( کا 








С 
2 


ويتضح من هذه الدا 
282 = )0( 1 = قورع = Ку(0)‏ = ہم 


۳ اذا كانت ده,1 - م عندئذ نحصل على الشکل العياري لتوزيع 


لابلاس . وفى هذه الحالة فان : 


l -ix 
مہ -, ° — سے (2)؟‎ < x < 6 
وان‎ 
1 
F(x) = — e ,» > 60 
2 
= i~- ع‎ * ,x> 0 
كذلك فان‎ 


1< ۲ 1-(2ص-1)ے(۲ )۷< 


WeibulI distribution (6219 توزیع‎ : ۵ ے٦‎ ٦ 


ينسب هذا التوزيع الى الفیزیائی السويدي Waloddi Weibull‏ الذي اشتق 
واستخدم هنا التوزيع عام ۱۹۳۹ في دراسة خصائص العدد ال نتجة صناعیا . كذلك 
استعرض Као‏ عام ۸ استحدامات هذا التوزیع Š‏ دراسات ا عولیة 
reliability studies‏ . كما أن لهذا التوزیع استخدامات هامة فی موضوع 
الرقابة على الجوده quality control‏ . وفيما يلي تعريف لهذا التوزیع: يقال أن 
المتغير العشوائي X‏ يتوزع وفق دالة توزیع وايبل اذا كانت دالة الكثافة الاحتمالية 


لهذا التغیر تأخذ الشكل التالی 


,x > 0‏ حم ا چو = f(x,a,b)‏ 





حث a,b‏ تمثلان معلمتی التوزيع وان 0 а>‏ . ویتضح من هذه الدالة 
انه اذا كانت 1 = b‏ فان توزیع del‏ بختزل الى التوزيع الاسی بالمعلمة ۵ . 


ونعرض فيما پلی بعض خصائص هذا التوزیع : 
٠‏ الدالة التوزيعية لتوزيع وايبل هي : 


F(x) =1 — ee <0 


ویلاحظ من هذه الدالة ان الامر لایستوجب تكوين جداول خاصة بهذا التوزيع 
طالا ان АЙ‏ حساب Бх) <š‏ سهلة b=‏ من خلال التعويض المباشر عن قیم × 
+ ان العزم ذو المرتبة ۶ حول نقطة JoY‏ هو : 


ko 
° 


EX و‎ Perb +1) سای‎ 


ویتضح من هذه الصيغة ان : 


وان 





EX? = а.г +1) 


| وھذا: يعني ان‎ 
I g2 او‎ [r(t +1) F2(b t +1)] 


5 9 یں 1 = یی 
ہے Š HAF‏ توزیع deh‏ هو قيمة x‏ الناتحة من حل العادلة التفاضلیة 


Рх) =0‏ بحیث ان 0 > Рх)‏ وهي : 








ыу 








Е 
Max f(x) )ه‎ ) я ( ab ) 
ab 
. كما وان لمنحنى دالة هذا التوزيع نقطتی انقلاب هما‎ 


) 0 Fr 
تا سه‎ 25 


_ الناتجة من حل الصيفة أ‎ x یمثل قيمة‎ deh الوسيط في توزیع‎ -٤ 


9 یت 
b‏ 
وهي : =“ ( 


а 


F(x) 





x= 


-٥‏ بشكل عام فان منحنى دالة هذا التوزیع ملتو التواء موجب . وشكل هذاالنحنی 
موضح في الشكل ,)٤٢ 5١‏ 





الشكل (т л)‏ مخطط АЫ‏ توزيع وايبل 


مس 

















Pareto distribution توزيع پاریتو‎ : S ٩-٩ 


پنسب هذا التوزیع الى العالم الاقتصادي الا یطالی Vilfredo Pareto‏ 
( ۱۸۷۸ - ۱۹۲۳) الذي وضع اسس هذا التوزیع . وعلی الرغم من قلة استخدامات هذا 
التوزیم الا انه لاقى مجالا کبیرأ للتطبيق وخصوصا في موضوع الاقتصاد من خلال 
دراسة توزيع الدخول Incomes‏ عندما تکون متجاوزة لحد معلوم مثل ‏ . ويعرف 
هذا التوزيع على النحو الاتی : 
یقال ان التغیر العشوائی ٭ یتوزع وفق دالة توزیع پاریتو اذا کانت دالة الکثافة 
الاحتمالية للمتفیر × تأخذ الشکل التالي : 

b a bti 
f(x)=f(x;a,b) = ==) و جم‎ 
а х 
ویتضح من‎ . b>0,a>0 تمثلان معلمتي التوزيع بحيث أن‎ а,Ь حيث‎ 
b 
.f(a)= =a: وهي‎ X = 8 هذه الدالة ان اعظم قيمة لها تتحقق عندما‎ 


وفيما يلي بعض خصائص هذا التوزيع : 
١‏ الدالة التوزيعية في توزیع پاریتوھی : 


8 b 
! E ai 


x 


ومنها یتضم ان F(oo)= 1.,F(a)=0‏ كذلك لايستدعي الامر اعداد 
جداول خاصة بهذه الدالة نظرأ لسهولة حساب قیمها مباشرة عند معرفتنا بقيمة ۰5۰8 


؟ ‏ العزم ذو الرتبة ۴ حول نقطة الاصل هو : 





ba” 
EX’ = هه و لاو شه کرو کر قا و‎ 
b~r 0 1 
: ویتضح من هده الصيغة ان‎ 
7 ab 5 ab 
5 1 9-2 


۹ 











ذلك فان : 

2 А ۳ ab وبذلك فان‎ 

g = ER = = 2<ط,‎ 
(b - ط)(2‎ - 2 


1- 
٣‏ الوسیط لتوزيع پاریتو هو х=а?‏ بحیث ان 


к 1 
2 سے سے‎ 
F(a ) > 


والشكل ۲۰-۹۱ ) یوضح مخطط لدالة هذا التوزیع , 


الشکل ( ۰-۰ ۲۶ ) , مخطط لدالة توزیم پاریتو . 





7-5-5 : توزيم Gumbel distribution Jel‏ 
ویسمی في . بعض الاحيان « توزيع القيمة المتطرفة extreme - value‏ 
distribution‏ . يقال ان التغیر العشوائي × يتوزع وفق دالة توزیع کامبل اذا 
كانت دالة الكثافة الاحتمالية للمتغیر X‏ هي : ` 


1 5-8 х - هچ‎ 
оса ар - ( 5 | + )م‎ - А )} 














حیث exp‏ تعن الرفع للعدد الطبيعيع وان ص > <x‏ مه = а,Ь,‏ تمثلان 
معلمتي التوزيع بحيث از مه > و > ته - ,0 < ۵ . وفيما يلي بعض خصائص 


هذا التوزيع . 
_١‏ ان الدالة التوزيعية في توزيع كامبل هي : 


F(x) = ap] - سا بان - )يه‎ 
exp i J. % > x > م‎ 


الدالة ان 





lim F(x) =0 ,lim F(x) =i 


x — s 


ویتضح من هده 


хэс 


كذلك يلاحظ انه لا حاجة لعمل جداول خاصة بهذا التوزيع نظرأ لامكانية حساب 
بر زوا ادر شوه میم كنك يمان سس 


: وفق العلاقة الاتية‎ F(x) بدلالة‎ f(x) 


1 
fix) = w F(x).mn[F(z)]-: 


ونترك برهنة ذلك للقاريء 


ہے ان الدالة المولدة لعزوم توزیع کامبل حول نقطة الاصل هي : 
тыи‏ رص سم د My(t)‏ 
وان الدالة المولدة التراكمية هي 
M, (1) = at + агы)‏ صا = Ky (t)‏ 
T'(1 - bt) 0‏ 


Ҝу(0) =а ے لاېب‎ - 
Хх Tbo а+у{1—-Ыы) 


tu 


حيث ان الدالة ۷ تدعى ب « دالة کاما المضاعفة «digamma function‏ عليه فان 
х *‏ 
ЕХ = K/(0)=a + by (1) = a + 4b ۱‏ 


حیث ان 0577216 = А‏ يسمى ثابت اویلر Euler’s Constant‏ 
كذلك فان 
n?b?‏ 


а? = K4 )0( = ةط‎ (1) = 
6 


وبشکل عام فان 


Kf )0( = )- زو‎ ۳-١) 2ج‎ 


۴ - ان المنوال في توزیع كامبل يتحقق عندما а‏ = × وعندئذ فان 
1 
бе‏ 
كما وان لمنحنی دالة هذا التوزيع نقطتی انقلاب هما . 
а + 09624236 b‏ = 
ويلاحظ ان هاتين النقطتین تقعان على بعد متساو را ی يمين ويسار المنوال . 


میں 


Max. f(x) = f(x)],-, = 


4س ان منحنی دالة توزیع کامبل ذا التواء موجب دائمأ وذلك واضح 


mean — 6 a + Ab ~a 
5, = = — 
© لطع‎ / 6 


4 6 
= У = 4 








ty 











ويلاحظ مما تقدم ان ,8 ( معامل الالتواء ) مستقل عن ۵ وذلك шм‏ 
أنه مهما كانت قيمة كل من b,a‏ فان شكل منحنى دالة هذا التوزيع هو ذاته من 
حیث مسار متحناه والمبين في الشكل ۲۰-۰۱ ): 





Ха) 
1 





- QO X1 8 X2 هن‎ 


الشكل ( ۲۰-۰ ) . مخطط توضیحی لدالة توزیع کامپل 





Wald distribution 59 توزیع‎ : ۸ ٦-٦ 


يقال ان المتغیر العشوائی X‏ يتوزع وفق توزیع والد اذا كانت دالة الكثافة . 
الاحتمالية لهذا المتغير هي : 


2 2 )5 р) 
f(x; A) | که‎ ар { 2x ;x >0 


حيث ان 4.۸ تمثلان معلمتي التوزيع بحيث ان 4<0 . علمأان 
هنالك اشکال اخرى لهذا التوزيع لامجال لذكرها هنا والشکل الموضح اعلاه هو 
الشكل المعياري لتوزيع والد . ويعد هذا التوزيع واحدأ من التوزيعات المهمة التي 
تدخل في موضوع التحليل المتسلسل Sequential analysis‏ وفیما يلي بعض 
خصائص هذا التوز یع . 











: ان الدالة التوزيعية لتوزیع والد ھی‎ ١ 


24 سس 

2 РБ 

لال ج : مبلا نا رده 
хи‏ 


хр 





حيث ان (۳*)۰ تمثل ЧЫЙ‏ التوزيعية فی التوزيع الطبیعی المعياري . وقي 


حالة ملاحظتدا ان x‏ كبيرة نبياً يمكن استخدام التقریب التالى : 
ЗҮ‏ تي 


و 2a‏ اع ]اس Е(х)‏ 


۲ ان الدالة المولدة التراکمية هي : 


والتي من خلالها يمكن اتبات ان , 


il 
۳ 
> 
1 
x 


К; (0) 


وان 3 


1 

۹ 
= 

П] 


K4(0) =‏ 
وانه بشكل عام 


K0) = ll 2-327 0 E 
j =2 


3 


تمارین عن التوزیعات المستمرة الاخری 


1 1 х-а 
F(x) 5 + ап! 


کان Хе юда)‏ . برهن ان 


IX - سر‎ 
Z= ~ 3 )0,1( 
а 








۰۰-٩‏ افرض أن Каюм)‏ تمثل الدالة المولدة التراكمية 
في التوزيع السوقي . بين ان I‏ 


22 
ЧЕТИ‏ , # ع (0) پر کا 


٦س ٣‏ ق توريع لاپلاس وبفرض أن 0- »,1 Ве‏ برهن ان العزم 


المركزي ذو المرتبة ۶ مساو للصفر اذا كانت ۶ عدد فردي . مساو الى 
r!‏ اذا کانت ۶ عدد زوجی ۔ 

۰۳٩‏ افرض أن X‏ يتوزع وفق دالة ajs‏ وايبل بالمعلمتین a,b‏ وان 
X°‏ = ۷. برهن أن Y‏ يتوزع كتوزيع اسي بالمعلمة ۾ . 

٣۲ 5‏ : اشتق صيغة المزم دي الهرتت حول نقطة الاصل ې توربع پاریتو۔ 


٦ئ‏ ۴۴ ورهن ان الدالة له المولدة لعزوم توزیع بع کامیا ل حول 45 الاصا са‏ 
И e#“F (1 — bt)‏ علاعظة ارو ود خحدائحر س توزیع کاما 


۶ ہین ان الوط والتباين فى توزیع والدهما على التوالی بر بز / 3 


د 














. منظومة توزيعات پیرسون‎ : A na 
Pearsoniam system of distributions 
تمثل دالة الكثافة الاحتمالیة ل المتغير العشوائی × . وافرض‎ f(x) افرض أن‎ 
تحقق المعادلة التفاضلية التالية د ۰ من‎ f(x) أن‎ 


: ә" 
f(x) د‎ FER A (ء)‎ 
— = —  ——T- عات ہر‎ 
f(x) b + bx + bX? ` 


bo. a <>‏ . بنا . رط ثوابث حقيقية . عندئذ يقال ان f(x)‏ هي 
حالة خاصة من منظومة توزيعات پیرسون . وهنالك اشکال اخری لهذه المنظومة 
لامجال لذكرها هنا . وان العديد من التوزيعات التي سدق ب في الفقرات 

السابقة هي حالات خاصة من هذه المنظومة . Уыз‏ يمكن ۱ عتبار توزیع کاما 
بالمعلمتین » . 8 حالة خاصة من منظومة توزیعات پیرسون کون ان هذا التوزيع 


. بالاتي‎ ЕА (s) یحقق‎ 














1 - 2 А 
f(x) = «e А أن‎ 
188 فاذن‎ 
Е НЕЧЕ 
5 + (a = l)lnx سے‎ — 
Inf(x) In FOF" (а 8 
. نحصل على‎ X وباشتقاق الطرفین نسبة الى‎ 
f(x) ۵ - 1 1 ۳ В(а -1( 2 x 
f(x) x B x 
х= В(а —1) 
= 7 лаж) 
- хв 


وبمقارنة (ar)‏ مع (ж)‏ تجد ان 


а= - #8)» - د(1‎ b, = b, = 0 و‎ b, = — 


٩ 














وهنا يعني ان 7 کاما .هو حالة خاصة من منظومة توزیعات پیرسون . | 
كذلك پمکن اعتبار скеля‏ حالة خاصة من هده المنظومة وذلك لان : 


1 1 د‎ 2 
а(х) а ( ) ( s: م‎ 1 
ql 27 5 2 2 А 


f(x) پر دار سم‎ р 
f(x) Е с g = о? اج‎ 


و بمقارنة (жак)‏ مع (ж)‏ نجد ان 





وان 


а= и و‎ b, = — 0? ۳ b, = b, = 0 


ويترك للقاري البیان ان توزيع بیٹا هو حالة خاصة من هذه المنظومة . 


Compound distributions ¿5 :التوزیعات الم‎ ۷ ۹ 


سبق وان تركزت دراستنا لموضوع التوزیعات الاحتمالية ( سواء كانت متقطعة 

ام ستمرة ) على توزيعات معلمیه ' Parametric distributions‏ "يتم تشخیّص 

کل اعد منها من خلال تحدید قیمة (او (өд‏ السلمة (او الما )اي 

يتضمنها ذلك التوزیع . کذلك لاحظنا ان الدالة التوزيعية . الدالة المولدة للمزوم . | 

العزوم وغیرها من المقاییس والخصائص الخاصة بتلك ایز یمان کانت تظهر بهيئة 

دوال تعتمد على بعض او جمی المعالم التي يتضمنها التوزيع وان تلك المعالم كانت 
تعتبر بحكم الثوابت في دالة التوزيع . 





الا انه في الكثير من الاحوال ( وخصوصاً في 23 تقديرات بیز Bayes‏ 
estimators‏ في الاستدلال الاحصائئ ) نلاحظ ان معلمة أو معالم التوزیع تبدو هي 
الاخرق .بحكم متغیر عشوائی .يسلك وفق دالة كتلة أو كثافة احتمالیة . لذا وفی Je‏ 
هذه الاحوال یستوجب الامر استنتاج التوزيع الاحتمالي للمتغير المشوائی . مثل 
зы. x‏ بنظر الاعتبار التوزيع الاحتمالیٰ لمعلمة ( او معالم ) التوزيع . 

ان التوزيع الجديد للمتغير X‏ في هذه الحالة يسمى التوزيع المرکب وان عملية 
АИ‏ الستوزيننع: الجديه تسسمى خلط التوزيعات 


. Mixture of distributions 


ФАМ الاحصاء أثرياضي‎ чү, Р 














des‏ فرض ان (9:)ع ‏ تمثل ДЬ‏ الكتلة (او الكثافة ) الاحتمالية للمتفیر 
العشوائي x‏ بالمعلمة ۵ وان h(0)‏ تمثل ДЬ‏ الكتلة ( او الكثافة ) الاحتمالية 
الى ۾ معرفة على ,© Йәш.‏ فان التوزيع المركب للمتغير × هو . 

في حالة ۵ من النوع المتقطع (8) طر0 ضداء ‏ = C(x)‏ 


=з | ظ ( 2:6 ) ع‎ )۵( 6 
Оо, 


وعلى نحو اکثر عمومية وبفرض ان وی ی تمثل دالة 
الكتلة ( او الكثافة ) الاحتمالية للمتغیر × بالمعالم وی وان 
h(0,)‏ تمثل دالة الكتلة ( او الكثافة ) الاحتمالية الى 5 معرفة على а,‏ 
бе‏ فان التوزيع المركب الى × هو ؛ 


„С(х;#,„®„,...0,_,,0,,,,...б,)= رز‎ g(x;0,0,....0.)h(6,) 
و‎ 


عندما ,0 من النوع المتقطع . ويكون مساوياً الى . 
Op ) h (6, ) 90,‏ ہ... موق م9 )8 f‏ عندما ,8 من النوع المستمر. 


ہ9 


وفيما يلي بعض الامثلة التوضيحية لاستنتاج التوزیعات المركبة , 


١-7‏ : توزيع ثنائی الحدين المركب 
Compound binomial distribution‏ 


افرض أن × متغير عشوائی يتوزع وفق دالة توزيع ثنائی الحدین بالمعلمتين 
7ھ . عندئذ 


р(х =r) = O Pg ب = غه‎ 2A 


лл 


الان بفرض ان n‏ هي الاخرق متغير عشوائي يسلك وفق دالة توزیع پواسون 
те"‏ 


Е! 


h(n=k)= ;K =0,1,2,...‏ 
و هذه الحالة يقال ان X‏ يمتلك توزيع ثنائی الحدین المرکب . ان دالة الکتلة 
الاحتمالية المشتركة الى Хуп‏ هي : 

P(x =rn =k) = h(n =k).P(X =r|n =k) 

m.e" kpr سے ضر‎ 
ы SE 

وحيث ان Р(х > ۶|۵ > к)‏ تعني احتمال الحصول على r‏ محاولة ناجحة من 
بين k‏ محاولة مستقلة فان ذلك يعني ان kar‏ . فاذن : 


C(x=r) = Y P(x=r,n=k) 
Е k=r 
وہ‎ em 0090 
= Lgr era 
к= 
Р ў т K! е: 
= е" кес ج‎ ДА 
kap К! ۲۱) —r)! 
(mpy. ۳ء‎ y ( тд 7" 
r! кє, (K - ا(‎ 
тру." © (mq 
КЕС 5 чу ہے‎ 
г! ور‎ у! 
(mp) ۴م‎ 
р) е',ад=ї—р 
т! 
) ".وو‎ 5 
C(x =r) = - ;r=0,1,2, 
r! 


а 























- والشکل الاخير يمثل دالة توزیع يواسؤن بالمغلمة „(mp‏ 


-٩‏ ۲-۷ : توزيع ثنائی الحدین — بیتا المرکب 
Compound binomial-beta dist. - š‏ 
لیکن × متفیر عشوائی يتوزع كتوزيع АЗ‏ الحدین بالمعلمتین аур‏ 
Ша‏ فان ` 
gTr = 0,112 8‏ ون = رود وام 


وبفرض ان ١‏ لمعلمة Р‏ هي متغیر عشوائی تتوزع وفق دالة توزيع بیتا بالمعلمتین 





хе гга, В 
Г(а+ 8) 
n(P) = Р. (1 — و‎ 
(Р) Ta). ГВ) داقن‎ P} ۲:0 > P نے‎ 
1 فاذن‎ 
C(x a | P(x =r).h(P)dP Ал 
: А | 
Е ۲) + 8) [ка ру" ۳ py tap 
"Ta. TE) 0 ا‎ 
F(a + (۰ [ 
= C? سس‎ petri, js pya+8-n-1 
۲١٣۳٣) 8( Jo (aE) 


T(a +B) T(a + r).T(n + - ( 


2 1 ir=0,1,2,..., 
Га). ГОВ) Finra+f) > š 


والصيفة الاخيرة همي شکل من اشکال نو رزیع۔ Po'lya - Eggenberger‏ . 


۹- ۷۔ ؟ : توزیع پواسون المركب ` 
Compound poisson distribution‏ 
افرض ان × متغير عشوائی يتوزع وفق АЗ‏ توزیغ يواسون بالمعلمة m‏ عندئذ 
m” 2 &‏ 


کو وت قو = Р{х=г)‏ 


د 








وبفرض ان المعلمة m‏ هي متغیر عشوائی تسلك وفق دالة توزیم کاما 
بالمعلمیتن م,» ‏ عندگذ : ˆ 

















1 т 
"1 ы ہے و و ہیں سی سس ا‎ 
(m) T.F m e № ;m >0 
فاذن‎ 
С(х suis | P(x=r).h(m)dm 
1 1 ma 
= | ۵ ۲۹٩.۵ f 4۳:۵ = 8 
اع‎ ١ م(ی)‎ 8+1 
1 rta 
= خر ېت‎ f ) 
۲۱۲ (ت)‎ f“ +1 
۳ T(r + e) В" 
© tria)  ) ۲4 ۶ 
٩٢٤٢ اب ہے‎ 
" В+ 1 8 +1 
1 
دوم نت فان —— = م 1 ع و عليه فان‎ 
عليه فان‎ q 8+1 فان‎ р 8+1 و بوصع‎ 


C(x =г;а, В) = CG ٥-٥ . صس ,0,1,2 د مركو‎ 


والصیفة الاخيرة هي دالة توزيع ثنائی الحدين السالب بالمعلمتین ‏ (۵,۳). 
ووفق هذا التصور يمكن استنتاج العديد من التوزیعات المركبة بالاسلوب الموضح 
في الامثلة السابقة . فمثلاً يمكن استنتاج التوزيعات المركبة التالیة , 


А ~ Cu(a,b) idadi توزيع پواسون - المنتظم المستمر بفرض أن‎ ١ 

А سم‎ Nb(r,P) توزیع پواسون - ثنائی الحدين السالب بفرض إن المعلمة‎ — t 

А ~ Log لا‎ (p, о?) توزیع پواسون - اللوغارتمي الطبيعي بفرض أن المعلمة‎ - ٣ 
A ~ 20108 (0) توزيع پواسون - پواسون بفرض ان المعلمة‎ — t 

r= ©)8.8( توزيع ثنائی الحدين السالب  توزیم کاما بفرض أن المعلمة‎ -٥ 
B~ NUU, ,9.( توزيع طبيعي - طبيعي بفرض أن المعلمة‎ 5 


ET 


۷- توزيع طبيعي - UW‏ بفرض ان المعلمة G(a,B)‏ ~ 02 
A‏ توزيع كاما ‏ کاما بفرض أن المعلمة ),5(@,,8 نہ و 
ونترك مسألة استنتاج التوزيعات المركبة اعلاه كتمارين للقاريء . 


NY 


سی ٣ی‏ 


۱ توز 


يعات دوال المتفیرات 
المشوائية ‏ " 





N4, 











٠‏ القصل السايع 


توزیعات . دوال ارات الوا 


Distributions of fai of random 
variables 


تركزت دراستنا في الفصلين الخامس والسادس على استعراض لاهم عوائل ٠“‏ 
مو الاحتمالية النظرية الشائعة فی النظزية الاحضائیة مع بیان اهم خصائض 
هده ٠‏ التوزیعات من حيث دوالها التوزيعية »-عزومها- , علاقة هذه التوريعات بیعضها 
وغيرها من المقا ییس ذات العلاقة بها . АЕ:‏ 


في هذا الفصل سوف نرکز الاهتمام على دراسة توزيعات دوال المتفیرات 

لعشوائیة من خلال عرض لاهم الاسالیب المتاحة л è‏ ستنتاج توزیعات هده الدوال , 
2 الرغم من ان هذه الانتالیب سبق وان استخدمت فى بعض فقرات дәй‏ 
الخامس والسادس . ион‏ 


١١ ۷‏ توقعات دوال المتغیرات العشوائية : 


افرض ان :یا ... مزا Xy‏ متغیرات عشؤائية وان XI)‏ مدز  Y=g(X; X,‏ 
تمثل دالة بدلالة هذه المتفیرات . وافرض اننا نرغب في ایجاد توقع الدالة ۷ . 


ان عملية ایجاد توقع ЫЙ‏ ۷ هي ق الحقيقة مكافقة ال (Xp Xa ... Xp)‏ 88 . 
وهذا يعني أن توقغ ү‏ يمكن التوصل اليه بطزيقتين з‏ الاولى هي استنتاج 
التوزيع. الاحتمالي للمتغير ۷ ومن ثم حساب БҮ‏ ( اذا كان التوقع موجود ). 
والثانية هي حساب توقع الدالة g‏ على اسأس التوزيع : المشترك للمتغيرات 
يك Xa s‏ ,رک ۰ فعلی فرض آن المتغيرات المنوه عنها اعلاه من النوع المستمر . 
قانه وعلی اساس تجريفه التوقع الرياضي ٠‏ , 


хо 





БҮ = | yt( y) éy 


м 
1 [ е) LLE E یلا‎ P E E IC da, + dx, 


-% 


ومن الناجية التطبيقية علینا اختیار الطريقةٍ الاسهل للتوصل الى توقع الدالة ۷ طالما 
أن النتیجة واحدة في كلا الحالتين . З‏ نری انه من استنتاج توزیع 
٣ „дыд‏ وین ثم حساب gg‏ هنا المتغي, في حین لو تم اختیار الاسلوب الثاني 
فان ذلك یستوجب التعامل مع تکاملات عديدة الامر الذي قد يؤدي الى بعض۔ 
سو یی ë‏ الدالة ۷۔ 


(v) 0 С‏ افرض أن хох,‏ متغيران عشوائيان بدالة йз‏ احتمالية 

















y]‏ ولل ¬ و Tf y‏ ت 
f 1 2 [( ЫП +) у р x:‏ 
e‏ سس = ( مب یز 
(хз) 2:6‏ 
تہ > وید > هه - . وافيرض أن 3 + ,26 ب ۷ عندئذ فان 
E ° ” 5‏ 
1 
۰ب + 2) [ [ = EY = Б(2Х, + 3Х,)‏ 
یه ړو 288,01 
Y ЕГА T‏ ۹ ))1 
ЕЗИ чуч‏ 
е‏ 
Y‏ سن 1 w‏ 
IENS‏ 1 2 
J X, . € ғ. 3 dx,‏ 7 
Ë‏ ` «- 8 27 / 
) ولا Ka‏ (+- & 
2 2 3 
E dz, (e)‏ 8 و | میت پل 
V 28 s, “<‏ 
E‏ 


ان التكامل الاول فى (ي) ماهو الا ضعف توقع X, ~ ٦) 62(, X,‏ 
في حين ان التکامل الثاني في زي) ماهوالا ثلاثة امثال توقع توقع X,‏ . 


X, ~ №, о)‏ . وهذا يعني ان 


БҮ = 2ЕХ, +3ЕХ, 
= 2, + 3р, 


لاحظ من هذا المثال ان هنالك بعض الصعوبة في التوصل الى توقع ۷ . في حين 
وكما نعلم فان (а)‏ تمثل دالة الكثافة الاحتمالية المشتركة لمتغيرين 
مستقلين ھما هې )له پل( وھ X, ~ N)‏ . وهذا يعني أنه يمكن 
استنتاج توزيع المتفیر Y‏ وفق ما هو موضح في الفقرة (IT -٦(‏ على أنه 
توزيع طبیعی بوسط قدره (ہم3 + ,2) وتباین مقداره )902 + 401( 
وهذا يعني ان ,3 + ,24 = EY‏ . لاحظ السهولة في عملية حساب توقع الدالة ۷ 


۷ ١۔‏ ۱ : الوسط والتباين E sess J‏ عدة Чә мада‏ عشرائية . 
سبق وان لاحظنا في فقرات عديدة من الفصلین الخامس والسادس عملية استنتاج 
عزوم مجموع عدة متغيرات. عشوائية مستقلة تسلك وفق توزیع احتمالي معين ( قد 
تكون بنفس معالم:ذلك التوزيع او بمعالم مختلفة ). على سبيل ДЫЙ‏ لاحظ 
الاستنتاج في الفقرة (5- (ЛҮ‏ في هذه الفقرة سوف نستعرض عملیة حساب 
الوسط والتباين لمجموع عدة متغیرات عشوائدة وبشكل عام سواء كانت هذه 

المتغیرات مستقلة ام مرتبطة . 


افرض ان Х.Х.‏ متغيرات عشوائية كل منها يتوزع وفق دالة 
كتلة (أو كثافة ) احتمالية حدية مثل fO)  وأ( B)‏ ). 
MA‏ : 
k‏ 3 
مان E 2 X = у EX,‏ 
i=i‏ ات 


يفف 











البرهان . 


۹۹ (X, tX, +. +). وو د‎ SX رانا(‎ dX, -.. له‎ 
S (хх, وب‎ X, ( dX dX, ... dx, 


р х,. ] ) ويك‎ X, -+e  ( و054‎ ... dx, + 


مو 
E‏ 
р 2‏ 
ы f(x,,xX, .., Xy )dx, dx, ... dx,‏ ۳ | + 
وی وه 
لکن وبشكل عام فان : 0 
اتا رتا ... وات .ول ) Kas оох,‏ ويك ) "i Xp Ê‏ 5 ۱ ۱ 
8 1 دو | 
X, f (x, ( dx, = ЕХ,‏ | = 
فاذن м‏ 
k k‏ 
E J x= Y EX,‏ 


التکامل برمز الجمع . 


„Ky ~ N(3,8), X, نہ‎ N(2,6) مثال ( ۲ ) : اذا علمت ان‎ 
.EY جد‎ .Y = CX, + X, + X, وافرض ان‎ Хз М(6,10) 


CA 





= EX, + EX, + EX, 
=2+3+6 
= 11 


ў 1 1 5‏ 
مثال ( ۲ ) : افرض ان ۱ = )تع( 5 و ‚Х, ~b‏ 
РА‏ 


EY بد‎ .Y = X, + X, + X, وافرض ان‎ ох, еъ =) 


EY = E(X, + X, + X,) 


: الحل‎ 
EY = EX, + EX, + EX, 
= n,P, + п,Р, + ПР, 
1 1 1 
. یه‎ кз ==} 12| — 
. 2 3 . 4 
EY = 3 + 3 + 3 - 9 
ان‎ -۲ 


к к 
v (£ x)= و‎ + 2E لا‎ i 
= لح‎ i<j 
, تعني التباین المشترك ہین المتغيرين‎ G; حیث ان‎ 


البرهان : 





ETA 


М = 


-e| 
sE] 


k 
У E(X,- EX) +2 ZZ Е(Х,-ЕХ,)(Х,-ЕХ,) 


i=l i<j 


2 
(x, = EX) | 


1 


1 


Mor 


(х, -EXV +2 YY (Х- ہووت‎ EX) | 


i=1 i<j 


1 


к 
3 3 +22 Oy 
i=1 


i<j 


1 


к 
E s 222 rp روم‎ 


I=1 i<j 
X,,X, تعني معامل الارتباط بين المتغيرين‎ РЫ حيث‎ 


ویتضح مما تقدم أنه اذا كانت هذه المتفیرات مستقلة تصادفیاً فذلك يعني ان 
0ع رره . وعندئذ فان 


k 
x)= ته 2 عو‎ 
pai 


سیا 


مثال ( 4 ) : اذا علمت ان Х, ~ N)2,4(‏ ,)3,9(№ نہ ہیں 


„раз = 03, ورم‎ = 0:6 p, = 04 يكاوأن‎ ~ N )5,16( 


جد تباین وا + ی + ,× = ۷. 


الحل : 
( وږو ره + درم ۱۵ + ورمریء)2 + V(Y)= о2 + oj + оз‏ 
[(3()4()03) + )2)(4)(06( + )2[(2)(3)(04 + 16 + 9 + 4 
6 = 


1 


tv. 


مثال ( ٠‏ ) : لمعطيات المثال ( ٤‏ ) وبفرض ان هذه المتغيرات. مُستقلة Шш‏ ‚ | 
бе‏ فان . | 


V(Y)= تن‎ + 0 + 0} = 9 


وبشکل عام اذا كانت аа-а‏ قوابت حقیقیة فان 


5 k 
۷ Yx ax, - Y ae? + EE aA, 


i<j‏ غه وس 


وبشکل خاص يمكن الاستنتاج بان , 
© عد وه + Xa) = I‏ د V(X,‏ 
۳ اذا كانت ...,k‏ ,1,2 = زرا یق 


j=1,2,..,m 


к 5 E سم‎ 
cov ( ў ах, У bx,) = Y È абу, 
وسر‎ i=1 وسر‎ 


٤ 


ثوابت حقیقیة فان 


البرهان : ليكن بم یمثل الوسط الى ,× وان m‏ يمثل الوسط إلى ر۷ . 


1 ЕШ 1 k 
| Cov | ў ak £ bY, اه‎ Ze 


وار j=1‏ زح 121 ار په 


È к-а || š Bex, -a |‏ أء 


af i=1 


=É 
í 


М = 
ma 


ab (X, =) ) Y, — $) 


Са 


1=} و 


لھک 


ШИ 


i=! j=l 


k m 
X Y ab EIX- (OY; ns) 


> 2 ريق‎ Sy 


i=1 jat: 


" 
مع‎ = 
ma 


1 


аб. 00 pi; 


1] 


1 


او 
Кы i‏ چا кг‏ 1 


ان Pu‏ تعنی معامل الارتباط بين المتغیرین Yp X,‏ 


مڅال ( 3 ) : آذا علمت ان N(1,4)‏ نہ ,× (2,9) لن × 

I“ N(3,4) D‏ ,)5,16(№ ~ رلا 
رانا 03 > را ,04 = FA = 05 Pny, = 06.р,,‏ 
وان 3Y,.Z, = 2Х, + 3X,‏ + ,4¥ = ,2 جد Cov(Z,,Z,)‏ 


الحل : 
T 2102905,0: n.,‏ پر وګ وګ Cov (21,23) = аро,‏ 
ےت ات аб, бура‏ + وف аа, о,‏ 
)2)(4)(04 ارف رو ری رن 
)05( )3)(03)(3)(4( + (3()4()3()2()06) + 
(Z, ,Z,) = 126 4‏ و09 .< 


r 





+ اذا كانت X,,X,,.., X,‏ متغیرات عشوائية مستقلة تتوزع وفق 
نفس دالة الكثافة الاحتمالیة f(x)‏ وی می PO)‏ وان × 
يمثل الوسط الحسابي لهذه المتفیرات وان .-۰ ,22 = ریئم سرام ورس EX;‏ 

- = а? . ندگز‎ 
ЕХ =p, V(X) = 3 عمق‎ 





ТҮ 





البرهان : 


2 1 к 
ЕХ = — E х, = — 
K > K ور‎ 


كذلك فان 


МОХ) ВОХ مع د‎ = EX - aY 


1 ۴ | 
— E| у X ~ Ku 
K? اس‎ 
i k 2 
к Е) 
وس‎ 
1 k 
5 د دم کے او‎ EE (Х,-н)(Х,— н) 
к L. и 
ї=1 زی‎ 
1 ۶ 
وج‎ E(X,- -بلا)8, ٹیر‎ OX, в) = 0 ) بالفرض‎ ( 
وس‎ 
1 5 : 3 
= —— g = س‎ 
К? وځ‎ K 


۲-۱-۷ : الوسط والتباين لحاصل ضرب أو قسمة متغيرين 


افرض ان ۶۳ متغيران بدالة كثافة احتمالية مشتركة тоху)‏ أو کتلة 
احتمالية مشتركة дез. Р(х,у)‏ فرض ان العزوم الحدية والمشتركة موجودة 


‚ш 


EX.Y = پر‎ Hy T ان وق‎ —\ 


م / ۸ الاحصاه الرياضي ч‏ 





ولا B,‏ + ولا یم - لا 8176 = ЕХҮ‏ 
By‏ نیز + р)‏ - ۷)(بم — )8 = 
H,‏ میڈ + ,,6 = 


= O, Uy D, + M, Hy 


مثال ( ۷ ) :اذا علمت ان X,Y‏ متغیران عشوائیان وان 2 = ير 


3 = رل , 4 ,6,0 = ,06,0 > ريم جد ЕХҮ‏ 
الحل : 
B,‏ یا + EXY = 0,.0,.р,,‏ 
(2()3) + )06 —()4)(6(= 
84 — = 
؟ سان 


V (XY) = pj of + وی‎ 95 + 28, о, — о, + G 


V(XY) = E(XY) — (EXY ) اليرهان‎ 


لاغراض السهولة في الاشتقاق فاننا سوف نکتب X.Y‏ بالشكل التالی : 
(Х.У)‏ ينا( و - ۷) + نا( یم Х.е рр +(X—‏ 


۷ ) رلا رار ] 8 = ( لا‎ + (X - p.) + (Y д), فاذن‎ 


+ (X — JOY - a) - ترویروں‎ 


454 








وبفتح القوس الکبیر والتمویض عن برع ہما يساويه نحصل على : 
2р, рус, – 02, + ©‏ + ته كير + УХУ) = pj of‏ 


حیث ان 


G = E(X — p, Y (Y - تیم‎ + 2p, E(X - زیم - ¥( ٹر‎ 
+ 2 E(X = ريم - ۷ )م‎ 
е ستقلین‎ ү x وبشکل خاص اذا كان‎ 
EXY = EX. EY = رك رز‎ 


وان 
کو کو + У(ХҮ)=нуо + шо}‏ 


(A) Ja‏ ؛ اذا علمت ان X - N(14)‏ مستقل عن N(23)‏ < ۷ . جد توقع 
حاصل ضرب X‏ في ۷ وكذلك تباین خاصل الضرب . 
الحل : 
ЕХҮ = ЕХ.ЕҮ = )1()2( > 2‏ 
01.01 + کی يس + У(ХҮ) = д.01‏ 
31 = (4()3) + )12)(3( + )22)(4(= 
+ من الصعوبة تحديد صيغة للقيمة المتوقعة والتباین لحاصل قسمة متفیرین Š‏ 
حالة کونهما مرتبطین , الا انه امکن ایجاد صيفة تقريبية لکل منهما وهي : 


x 4 4 1 
pee 
¥ وف وا‎ - Bs 


X Hs ) н [ с? о? 2а, | 
Ц ( у ) 7 ( 1 سی‎ + 07 
و لکن‎ РА 


Б шщ‏ ۶ پا 
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ہی : اذا علمت: ان, YX‏ . متغيران چښوائیان پدالة کثافة احتمالیة مشترکۃ 
معينة , واه توفرت لديك السعلومات التالية عن هذا التوزيع , 
` 15654 3024595 ==„ 


(ХҮ), گ۳‎ 


: الحل‎ 
( 1 ) 2 2 КЕС 16 
E | سا‎ ы — ې‎ 05-0-6045 —— 
ری‎ 3 m. 1 
ری(‎ 114 2851 
ү = = 2-64 Е — +, —.— — 
Y 3 4 ` 9 )2(43( 
8 
ж 


وبشکل خاص اذا کان ۰ك مين فان , 


x 75 š 1 È‏ بي سا 
سس (el‏ 
Y Y н? Y7. H‏ 
p` `‏ فو تم i‏ کو ات 
JE н?‏ + 6) = 
اگ 





لفق 








5 : 
2 
= @' 
; 8 717 7 
۲ ٢ 1 7 
E ( x: ) = oiy + "E فاذن‎ 
2 y 
x 1 عليه فان‎ 
ا‎ =e سب یھ‎ }+ий په فان‎ 
x 7 xuy 
¥ E ۱ 
o 2 2 2 و‎ 
= ср + dipl ي6‎ + ду) | ہے‎ 
> 


مثال ( ١‏ ( : افرض أن X > G(23)‏ مستقل عن (3,5) © C‏ ۷ جد 


х). (>) 

v (+): y 

م۳ ;5 

: ان (2,3) 0 ند له x‏ فذلك يعني ان 6 = .۰ = يم وان 
К 02 = а. = ۹‏ 


كذلك فان ( 3,5 ) 6 سم ۷ فذلك يعني ان : 


1 
ما‎ рм 
۳ 
1 
aile 





1 خی‎ “ы 
= a 8 =; у^. e ;y > 0 
ды Ths? " . 250. T Я 


2 0-0 , 7 
1 1 -z 

: ٤٠ РЕ y:e ' dy 

H, Y 250 


فاذن 


у 

















, كذلك فان‎ 
ышы n 
5 —_——— e y= — 
۷ 25 50 , عليه فان‎ 
1 / 1 
“e (а) [е )([ 
1 1 1 
Z 50 10 ۵٥ 
. وبذلك فان‎ 
لش (ځ)‎ 
Е | — l= = — = 6 
Y H, 10 
وان‎ 


x в? 
у اسا‎ = —— + 02,00 + и) 
Y nB: 


1 18 
18 (18 + 36( = — = 072 
25 


= — + 


100 


v‏ — ٢۔‏ استنتاج التوزيعات باستخدام الدالة التوزيمية 
سبقت الاشارة اوضوع استنتاج التوزيعات الاحتمالیة باستخدام الدالة التوزيعية 
في الفقرة (۱- (v -٥‏ وافترضنا في حینه أن یکون التفیر العشوائي من النوع 


الستمر . وفیما بلي وصف لذلك . 


افرض أن X‏ متغیر عشوائی بدالة كثافة احتمالیة f(z)‏ ودالة توزيعية 
F(x)‏ . وافرض أن g(X)‏ = ¥ تمثل دالة بدلالة X‏ بحيث ان g(X)‏ دالة 
وحيدة القيمة . واننا نرغب في استنتاج التوزيع الاحتمالی للمتغير ب اي ایجاد 
دالة الکثافة الاحتمالیة للمتغیر ۷ ولتکن МУ)‏ . بشکل عام فان الدوال التي 
سنتعامل معها في هذه الفقرة تقسم الى نوعين رئيسين هما , 


EYA 





Monotonicaliy increasing functions 4.43) ۱س دوال متزايدة‎ 


یقال للدالة Y = g(X)‏ انها دالة مستمرة متزايدة رتيبة اذا كانت 
gix) < gix)‏ لکل لاح با حیث بک قيم معطاة ال × . على 
سبيل الثال فان الدالة 2× = ۷ هي دالة مستمرة ومتزايدة رتيبة في الفترة 
)0,0( 


Monotonically decreasing functions دوال متناقصة رتيبة‎ ٢ 


يقال للدالة Y = g(X)‏ انها دالة مستمرة متناقصة رتيبة اذا كانت 
8(x,)‏ < ید )و لكل وڈ < S‏ . على سبيل الثال فان الدالة = У‏ شي 
ДЬ‏ متناقصة Аш,‏ في الفترة( ,1). رانا كانت (مت)8 < (,*)8 لكل 





X;‏ > ولا او یت ,× عندئذ يقال للدالة (×)ع = ۷ آنها دالة غير 
متناقصة رتيبة او دالة غير متزايدة رتيبة . والشکل (۷- )١‏ یوضح هذا النوع من 
الدوال . 














1 
900-7 ! 
I‏ ' 
о!‏ | 
a‏ افد хрр:‏ 
ОО |‏ 
0 ' 
I 0 x í‏ 
ولا ې ох)‏ د 
دالة متناقصة رتيبة دالة متزايدة رتیبة 





الشكل ( ۱-۷ : توضیح للدوال المتناقصة والمتزايدة الرتيية 
سات مت ОВЕНА ЗОНЕ‏ تمه 


لكت 





الان بفرض ان الدالة (×)ع = Y‏ متزايدة رتيبة وان معكوس هذه الدالة هو 
(Y)‏ ع ع پر . أن كل نقطة معرفة ӘХ ђе‏ نقطة واحدة Je ba‏ 
الحور y‏ من خلال Y = g(x)‏ وان کل نقطة من الحور у‏ تعرف نقطة واحدة فقط 
على الحور X‏ من خلال Х =g (Y)‏ وهذا يعني أن الحادثة القا بلة للحادثة 

y 1‏ كلا) ف فضاء التنیر هي {Хех}‏ > حيث أن суо = Ек)‏ 
والعکس صحیح ДАЛ‏ ووفق هذا الفهوم یمکن استنتاج توزیع التغیر ۷ اذا علم 
توزیع التفیر × . ان الخطوات الرئيسية في ایجاد توزيع هي . 


. × Аз بدلالة الحادثة القابلة لها في‎ (Y > يتم صياغة الحادثة لا‎ -١ 

۲- ایجاد الدالة التوزيعية الى y‏ اي (او) 5 . 

дыў шт‏ مشتقة Ы)‏ (۳)۷ نسبة إلى ۷ . هذه الشتقة ماهي الا دالة الكثافة 
الاحتمالية للمتغیر Y‏ استناداً الى العلاقة مابین دوال الكثافة الاحتمالیة والدوال 
التوزيعية النوه عنها في الفقرة -٥ сл)‏ ؟). 

۷ = تحدید فضاء التغیر ۷ على ضوء الدالة (×)ع‎ -٤ 


وبالرموز يمكن التعبير عن هذه الخطوات ہما يلى . 


Fy(y) = ۷),ظ‎ > ۷( = P (Y > g(x)) 
=P (X > ۶ (y) 
=Fy(g ')۷(( فاذن‎ 


dF (g (у)) 


(у) = dy 
وباستخدام قاعدة السلسلة في حساب التفاضل نحصل على‎ 
dg! 5 

رج ل ييا ку)‏ 

فاذن 
d:‏ ات 

=i О 4‏ زواع 

0 


45. 


\ 
3 





اما اذا كانت الدالة Y = ВОХ)‏ متناقصة رتيبة عندذ فان الحادثة ЖАД)‏ للحادثة 
(Y > 1(‏ فضاء × ھی ((۷)' 8 < 4 . وهذا يعني أن : 


F (y) = P(Y <у) = P(X > و‎ ۲ )۷(( 


1 


1— P (X > !وج‎ )۶(( 


وعندثزِ فان 1—Fy(g"'(y))‏ = 


4 
(у) f(x) Чу ‚х=в *'(у) 


وحيث ان دوال الكثافة الاحتمالية هي دوال غير سالبة فان ذلك يستوجب 
اهمال الاشارة السالبة التى تظهر بعد عملية الاشتقاق . لذلك وہشکل عام ولاية دالة 
مستمرة رتيبة سواء كانت متزايدة ام متناقصة فان 


dx 


у) )اح‎ (у)). Kya ... (=) 








dx 
او بشكل‎ < Jacobian یسمی « معامل التحويل لجاکوبیان‎ | dy 
. الذي سيرد ذکره لاحقاً‎ Y = g(X) مختصر « معامل تحويل الدالة‎ 


1 
х? 


f(x)=‏ جد دالة الكثافة الاحتمالیة 





مثال (AV)‏ افرض ان ;x>1‏ 


للمتفير ۶م = Y‏ 


: الل‎ 
F(y) = P,.(Y<y)=P,(e * су) 


Р. (- Х < у) = Р(Х > — ту) 
ار‎ 


1 


= 1- P(X < - Ву) =1 - F,( ¬ Му) 


53 














g 1 - ну‏ وا 
| حك ارہ وب 0 Е i‏ 
1 < : 


2 Ж 


“F(y) = - (iy)! 


لدع > > 0 


خرو) 5د زوق رع 
ay‏ ا ا 


ویمکن التوصل لنفس الاستنتاج باستخدام الصيغة ( ٭) 


مثال (؟١):‏ افرض ان X. N(01)‏ . جد دالة الكثافة الاحتمالية الى 
х2‏ = ۷۔ ۱ 














Я ۲ 7 : الحل‎ 
۔.((۶)! )ءا = (۷) و‎ чу 
у ان‎ 
у=х%®эх=х J/ وان‎ 
dx 1 | dx 1 
— = + 25 = سح‎ 
у 24 به و‎ د4٦‎ 
CADER س (ول )یا + =— ( لل‎ 
ç А „2% 2Y 
1 1 
= يد 2 ھت‎ +. : e 2” ۳ 
له‎ 7 2 y у / 27 2-7 3 
1 £ 
= x у? eara — y e 7 
дорат езу: 
و‎ ! 
‚у> 06 











| ` 1 
БАУ,‏ ماه الا دالة توزیع کاما العرف بال = ,= 


ونترك للقاريه استخدام الخطوات الاربمة النوة عنها سابقا في التوصل الى 
?= ¥ ۱ | 


مثال ( ETETE‏ أن FoX‏ عٹوائی يتوزع وفق دالة التوزيع النتظم الستمر 
على الفترة (06,1):. جد دالة الكثافة الاحتمالية Ху)‏ 2ب Y‏ 


F(Y) 2 Р, (Уу) = ۴-2۷ у) 


فاذن 


ах 





tO, aT С بدالة‎ йы СРЕ X,Y- فا "ان‎ š 


Z عندئز څل‎ V = X —Y,Z= X + ¥ وافرض أن‎ 


کنا لاف با 8 ووي s 06 z` ы,‏ ال دا 
f(Z-y,y)dy 2027)‏ | = 
ия Гох, х — v)dx е ... (3)‏ 


fiss. د‎ (4 

البرهان : موف نبرهن الصیفة )\( فقط ونترك АА р‏ الصيغ الثلاث الباقیة 
للقاریء 
ری . 


5 


P(Z<2)= P (X + ۷ > ۶( 


КЫП 


г Е(2), 


| 
1 f(x,y) dxdy 


= | |. هوی‎ |а 
п, 20 





< 
1 
1 


F(z) = 


|| погов 
1 га. daile e, 


Q, 


х 


شن ته 


1 


КЕР WESER‏ کل نخصل کل 


ز f(k,Z—x)dx‏ ]درم = (7 )1 
к‏ 1 يل | ایو 


وف А‏ کون التغیرین Y‏ 01" 


۱1 
٤7 


аве |. fizzy). ۲۷۱۹ ۰۰ 435)‏ ]صاع 
کسی ری د و ج5 оо, А‏ 1 


ویطلب من من القاری». برهنة ذلك . ان الصيفة )5( غالبا ماتسمي « صیفة 











бЕр)‏ " ملسم “Convolution‏ "او ماتسمی КЕ эм à‏ الثفافية 
الدالتین رت ,)609 Í‏ 

A ام‎ Кс ‚(М 

Жыр‏ 7 ده 

مثا 

ل (۱۶) ان ( X< N(M‏ مستقل عن Y~ N (Hagi)‏ 
اين الم ب аске‏ نش 
العل : 

(228 i (25-а 

б = | 7 22.35 26 _( 2 

2ло,‏ بي в,‏ 2 لد 


‚ ود 





ataf وه‎ ңе) 1 (29) 


,6 25 به رہ 28پ - 


„мору не (= a 


ولا 2808 


الان بفتح القوسین الصفیرین داخل القوس الکبیر وتجميع الحدود التی تتضمن 
xê‏ وتلك الى تتصمن X‏ تحصل على ۲ 


1 
ا ا 
| 


و = 





f(z) = 
اك‎ 2869 


حيث ان 


2 





| 1 1 K z— - رو‎ 2 

k. (2 - M)‏ 1 2 س ]ری 

| ( ا‎ ۹۳ (2+ =з مو ورو‎ 
е; 22 gi 6 с? о? 


الان باكمال المريغ في (э)‏ بدلالة « واجراء التكامل نسبة لهذا التفیر аай‏ على , 


7 ور ھا‎ 
‚Маре — 2 = 8 YG + ol) مو سے‎ <z < ۵ 
J 28 J sl + وه‎ . 








ویلاحظ من الدالة الاخيرة ان۷ + ×= #متغير عشوالي يتؤزغ كتوزيع ظبیغی 
بوسط قدره )+ Ой‏ وتباین مقداره )4 * 1 


ونا 


۷ ۲-۲ : توزيع حاصل ضرب وقسمة متغيرين . 

افرض ان ۲ ,× متغیران عشوائیان بدالة كثافة احتمالية مشتركة ([5,7)؟ 
X 7‏ کی 
وأفرض ,اس ے еу‏ 


وان : 
۱٢٢٢۷ y)dy‏ کت 
البرهان : ,2 


F(z) = P,(Z <2) = P. (X.Y <2) 


[| f(x,y ( 5ل‎ . ۷ 


\ 


2 > نود 
۱ ده © © 9 
|a + | 1 ۸-٢‏ هوی 1 =f‏ 
zx 0 -p К Я‏ و - 


لاحظ توضیح ذلك في الشكل (۷- ۲): 


| а жый. mar as 
»ع فان = وان نك ےی . عليه فان‎ yol الان بفرض‎ 
7 1 


F(z) = | T te и ما( ]| + کے‎ 


0 


46У 











ھا اط گا 


وباشتقاق الطرفين نسبة الى ± نحصل على 


ما 5 
x‏ )= )یې عو روج 
.9 








وبنفس الاسلوب يمكن البرعنة ان 


Р 


ә = | 


а, 


19 (2) 


| مستقلین فان‎ 2۰ yy وي حالة کون ان‎ 
t f aj“! (x) (2)=- | и (2) кораз 
(2) = | * š x Н у 


ы : -X 5 

اما في حالة قسمة عتغیرین فان مسألة استنتاج күн‏ ۷ تختلف US‏ 

عن АЙ.‏ استنتاج ۔توزیع 1.۷ = 2 سوی أنه يتم الفرض بان = و بوهذا يعني 

ان ».× = у‏ وكأن ذلك يعني استنتاج التوزیع الاحتمالي لحاصل ضرب التفیرین 
u, K‏ 


مثال ( ۱۶ ) : افرض ان ۷ K,‏ متغیران عشوائیان مستقلان کل منهما يتوزع وفق 

دالة التوزيع النتظم ا ستمر على الفترة ر0,1). جد التوزیع الاحتمالي لکل من 
x‏ 

= Z= X.Y 


Jadi 


fiz}= f lino) = ۳ 


1 
z‏ ۱۰1 : 
jdr‏ — |).(1) مسبت = 
K‏ ` ۶ 
А ۴ А‏ 4 | 2 | 
حيث أن |х| > x‏ في الفتره(0,1): كذلك فان ماو وهذا يعني ان 
е:‏ ۲ کے 
Z‏ = ۲ عندما 1 = y‏ وان © مہ بو عندما © = لا . وحیث ان قيم X‏ معرفة ع 
الفترۃ( 1 ,0 )فاذن 1 > > 2 عليه فان ۱ ; 


۲ | E 


за e. УЫ الاحصاء‎ та / م‎ 


š a 1 -1 د‎ - 
r= f سب‎ = [Inx]; = —Inz,0 > 2 > 1 
x : і 


3 


كذلك فان 
تل ( ۱۷۱۰۲۲۷۷۱3 | tn-‏ 
| دوه 
f;‏ 1 5 ۳ 1 
y.f(vy)dy‏ | = يررك روف انرا 5 
0 0 
x‏ 
y‏ وحیث:ان w‏ = × فاذن سل و وهنا ید يعني ان y=:0‏ عندما 0 = × وان 
7 = لاعندما! x=‏ . عليه فان : 
ijv‏ 1 
по f vaye f ydy‏ 
0 0 
ү‏ | 
وعل الفترة ری + 1 ,0( لے ag‏ 2 
لاحظ من هذا المثال ان : | 








۷ + استنتاج التوزيعات باستخدام الدالة المولدة للمزوم . 


في بعض الاحیان نلاقي صعوبة في استنتاج التوزیع الاحتمالي عن طريق.الدالة 
التوزيمية مما پتطلب الامر استخدام اسلوب آخر يمكن من خلاله استنتاج التوزیع . 
هذا الاسلوب هو استخدام الدالة المولدة للعزوم . 

لقد سبق وان ذکرنا في الفقرة ( ۲- ۱-۲) پانه اذا كانت الدالة المولدة للعزوم 
موجودة فانها تحده التوزیع الاحتمالي الذي اشتقت منه والعکس صحیح Ual‏ 
بسبب خاصية وحدانية هذه الدالة . کذلك فقد تم استخدام هذا الاسلوب في فقزات 
عديدة من الفصلین الخامس والسادس . وفیما يلي وصف لهذا الاسلوب : 

X: 30 u ЭЕ | КК‏ متغیرات عشوائية Ды,‏ كثافة احتمالية مشتركة 
٠ ۴)۸, Xp .... X.)‏ او کتلة احتمالية مشتركة Р(х хох)‏ ہ وافرض ان 
Xpo Xp)‏ راو = ¥ دالة بدلالة هذه المتغیرات . واننا نرغب فی استنتاج 
التوزیع الاحتمالي الى ۷ . الان بفرض ان الدالة المولدة لعزوم Y‏ موجودة فان ذلك 
يعني أمكانية تعريف هذه الدالة بالشکل : 

M, (t) Ее? ۱ 
My(t) = Вебе. اي ان‎ 


f | 7 ۴ سو دن‎ (X Kgs X dx. dx, ... dx, 
31۳ 2 *һ : 
حالة المتفیرات من النوع آلمستمر‎ à 
=Y Y... Өгө, P (X و‎ x,) | 
وت‎ 2 


۱ 


l 


فى حالة المتغيرات من النوع المتقطع . | 

وبعد اجراء عملية التکامل ( او الجمع ) فاننا سوف نحصل على دالة بدلالة t‏ 
هذه الدالة تمثل الدالة المولدة لعزوم ۷ . ومن خلال مقارنة My(t)‏ بدوال ads‏ 
العزوم للتوزیعات التي سبق دراستها في الفصلین الخامس والسادس یمکن تحدید. 
التوزيع الاحتمالي المقابل الى My(t)‏ طالما أن هذه الدالة تتصف:.بصفة 
الوحدانية وانها تحدد التوزيع الاحتمالي الذي يقابلها بشکل متکامل . علماً اننا في 
بعض الاحیان قد نحصل على دالة مولدة للعزوم الا انها لاتشبه تلك الدوال التي 


toi 


سبق لنا دراستها وذللك لا یعنی ان التوزيع الاحتمالي المطلوب غير ممكن التحدید 
بل ان ذلك ممكن طالما ان الدالة المولدة للعزوم موجودة . ويمكن التوصل لذلك 
باستخدام ШЫЙ‏ المميزة التي سبق التنويه عنها في الفقرة AT r)‏ 


مثال ( 15 ) : افرض ان × متغير عشوائی ذو توزيع طبیعی معياري . جد التوزيع 
الاحتمالي الى 2× = Y‏ 


العمل A з‏ ان الدالة المولدة لعزوم ¥ موجودة . فاذن 


6, )۱( = Ee" = Ee 








1 ы 21.2 і o 1 ىق‎ 
T x: [ «е 2 چ‎ = 7 | ИГ" 
я ~0 ات‎ 5 
-i f ° ۔‎ 3 
‚о (2س-1)سھ‎ 2 f ہے ای شی‎ 7 3 a H ax 
1 : ~-o y 2R (1-20) 75 


لکن قيمة التكامل في الصيفة الاخيرة مساوية للواحد نظرأ لان التکامل يجري ! 
1 
фе‏ دالة توزیع طبيعي وسطه صفر وتباینه ١ - х)!‏ < . فاذن , 5 


1 
2 


مج و pa‏ 


t<‏ 1-20( = رہد 


والدالة الاخيرة تمثل الدالة الفولدة لعزوم توزیع US‏ بالمعلمتين ل aa‏ 
2 

1 ç : 

B = 2‏ وهنا يعني ان хеке)‏ 


مالك ( ۱۷ ) : افرض ان X‏ متغیر عشوائی يتوزع وفق Mb‏ توزيع ثنائی العدین 
بالمعلمتين Р‏ ,م . جد التوزيع الاحتمالي الى × - ماد ۷. 


الل : نفرض ان الدالة المولدة لعزوم Y‏ موجودة . فاذن 


Мун) = Ee! ы Egi- 
ее ۷ پر‎ )- t) 


وحیث أن × هو ذا توزیم ثنائی الحدین . فاذن 
р‏ —-1 = چ, "8 + 9( = M,(—t)‏ 


عليه فان 


والصيفة الاخيرة تمثل الدالة المولدة لعزوم توزیع ثنائی الحدین بالمعلمتین 
وه , فانن .Y=n-X<b(na)‏ 


۷ .$ : استنتاج التوزيعات باستضدام التحویلات . 

نلاحظ في بعض الاحیان صعوبة في استنتاج التوزیعات الاحتمالية باستخدام 
هم الدالة التوزيعية او الدالة المولدة للعزوم مما يستوجب الام التوجه نحو 
اسلوب آخر لهذه الحالة او تلك . هذا الاسلوب هو استخدام التحويلات transfo-‏ 
ymations‏ — في استنتاج التوزيع الاحتمالي . لقد سبق وان استخدمنا هذا الاسلوب 
في الفقرة (5- ۲ ) لدی دراستنا لموضوع التوزيع الطبيعي . وفيما يلي وصف لهذا 
الاسلوب : 


۷ے ٤ے :١‏ استنتاج التوزيعات المتقطعة باستخدام التحويلات . 
آفرض ان × متغير عشوائي متقطع بدالة كتلة احتمالية Р(х)‏ معرف على 
فضاء متقطع مثل a,‏ . وافرض ان (*)ع y=‏ يقال في هذه الحالة (aol‏ ۲-8 


بمثل تحویل من × الى ۷ وان هنا التحویل يُطبق maps‏ فضاء ×,,@ . فوق 
y дә‏ , لیکن ,© . وان ,9 ناتج في الحقيقة من خلال تحویل ایة قيمة 


چو 


معرفة في ,© استناداً الى(*)8 = у‏ كما ویستوجب هنا التحويل ان يقابل كل 
Q, ЕЕС‏ قيمة واحدة bš‏ في Q,‏ کذلك لکل قيمة معرفة ë‏ ,© 
یقابلها قيمة واحدة فقط في D,‏ : وعندئذٍ يقال ان نالك дш‏ ( واحد لواحد 
Å а) à one-to-one‏ اھ مع علصر à‏ ,© استناداً للتحویل 
(*)8 = و وفق هذا التصور يمكن الاسٹنتاج بان ۷ دالة وحيدة القيمة بدلالة × 
وان X‏ دالة وحيدة القيمة УА‏ وهنا يعني ان × دالة معكوسة ا یل ۷ ولتکن 
هذه الدالة( و) Бл x= W‏ اذا كانت уеб,‏ فان بر6 (۷) ۷۷ = .x‏ وھذا 

يعني ان الحادثتان! و = W(y)), {Y‏ = ) متکافلتین АУ‏ الذي يمكن من 
له استنتاج التوزيع الاحتمالي الى ۷ . فاذن 


p(y)=P,(Y=y)=P,(X= ۷ )۷(( =P(W(y)),ye @, 


اما في حالة دوال الكتلة الاحتمالية المشترکة a‏ الاير لايختلف كيرا من 

حيث المضمون . فعلى فرض ان Рока)‏ تمثل دالة الكثلة الاحتمالية | 5-9 
للمتفیرین ХЬХ,‏ معرفتین على فضاء ثنائی مثل ,©‚ 0 | 
( وگ یل) وق = Ya‏ ہو يمثل کل кл‏ 0 
فوق б,‏ بحیث أن لکل زوج مثل Aa (xx)‏ زوج واحد فة :8 
(Уз У)‏ معرف E‏ ود( وان الدالة المعکوسة لی کل من Yor‏ هي 
W ۷ = Wa (УУ)‏ = په . واستنادأ لما تقدم فان دالة. الکتلۃ 
الاحتمالية المشتركة الى Y,‏ ولا бы»‏ 


р(уџ.У,) = P(Y, == زولا‎ = Р(Х, = Wı وم( لاررل()‎ = W,(y, y) 
= Р(№, (у, У), W, = (уһ ولا‎ (( 


ویمکن تعميم ماتقدم لحالة وجود اکثر من متغیرین . 

وتجدر الاشارة هنا АЙ‏ في بعض الاحیان یصادفنا تحويل واحد kë‏ بدلالة 
متغيرين او اکثر. 5 وله رواو وبفرض ان التحويل المعطى هو 
т‏ رون МУ)‏ ستنتاج توزیع Y,‏ فان ذلك یسٹلزم مدا تعریف 
تحويل آخر بدلالة احد المتغيرين او كلا المتفیرین تنا X,‏ ان كان ذلك ممكناً: 
وليكن (XX)‏ وع = ږو : عند فان التحویل الجديد - ولا يكمل التحویل 
a‏ لفرض تحقيق التقابل بين ازواج القيم المعرفة في бү,‏ مع تلك المعرفة Q‏ 


60% 





72 
Ja ۶‏ لى ا یجاد الدالة الحدية للمتقیر ,۷ من خلال اجراء عملية ا لدالة 
المطلوبة لفرض 0 دالة الكتلة الاحتمالية المشٹرکة: يجب ان رم پنفس 
عدد المتغيرات التي یتضمنها التوزيع المشترك . وفیما. يلي بعض الامثلة التي 
توضح فاسبق . А‏ =„ | 


٢٠ о,‏ يمكن استنتاج دالة الكتلة سیت المشتركة إلى ولا مل ومن 


مگال (AA)‏ افرض:ان X‏ متغير عشوائي ذو توزيع پواسون بالمعلمة от‏ جد 
التوزيع الاحتمالي الى Y = 5X‏ 


الحل : واضح أن( ... ,0,1,2 = {xix‏ = ,© وان 0 < (×) ۴ لقيم × المعرفة في 
,© . ان التحویل x‏ و يطبق فضاء ‏ على فضاء ۷ المعرف بالمجموعة 
(угу = 0, 5, 10, ...(‏ = ,© النانجة من تحویل کل قيمة معرفة في ,© استناداً ألى 
التحویل ×5 = روان لکل قيمة معرفة فى б,‏ قابلها з‏ واحدة hö‏ في 
,0 , وهذا يعني ان هنالك تقابلا ( واحد لواحد ) لغنصر في о,‏ یا à>‏ 
Q,‏ . لاحظ الشکل ( ۰-۷ ۲). 





الشکل (۲۰-۷) , توضیح لتقابل عناص Q,‏ مع عناصر ,© . ы‏ 


تک 





1 | 
كذلك فان الدالة الیعکوسة к= — yas‏ عليه فان 
هي 3 ابچ ) £ 


P= PAY ==, [x= — اھ‎ 
: : {у/5)! 


Т {у = 0,5,16@,... 


مثال ( 14 ) : افرض ان( به ٧)‏ نہ × جد دالة الكتلة الاحتمالية y = д‏ 
4 


الحل : واضح أن б„={х:х=0,1,2,3,4}‏ وان ۵ < («) ۴ لقیم × 
المعرفة فی ,© . 


ان التحویل × = و يطبق فضاء X‏ على فضاء Y‏ المعرف بالمجموعة 
{у:у = 01, 4 916)‏ = ر الناتجة من تحويل كل قيمة معرفة في ,8 


<< استناداً للتحويل 2 = у‏ الا انه وبشكل عام التحویل* = у‏ لايحدد تقابل عنصر 


في Q,‏ مع عنصر في ٥9,‏ بسبب ان الدالة المعكوسة هي у‏ بد = الا انه 
وبسبب کون فضاء X‏ لايتضمن قيم سالبة لهذا المتغير لذا فان الاشارة السالبة تهمل 
وتکون الدالة المعكوسة هي Jy‏ ب عر وعندئل i‏ : 
٣-۶ 3 ۲3 ۱۱۹‏ 
; )+( )>( عم سرو ي اس رود ويم دروم 
fy‏ 3 
у = 0,1,4, 9, 16‏ 


П 


مقال ٠۰(‏ ): افرض ان (,ص) ٥۴ہ‏ رلاستقل عن ( X, ~ Ро (т,‏ جد التوزيع 
الاحتمالي الى Y = X, + X;‏ 


العل : واضح ان التحویل Y‏ يتضمن المتفیرین ولاس مما يتطلب الامر 
تعریف تحویل آخر مکمل کی یکون عدد التحویلات مساو لعدد المتفیرات . 
ولنفرض. ان X,‏ = ۰2 وهذا يعني ان Po(m,)‏ < 2. أن دالة الکتلة الاحتمالية 
المشتركة للمتفير ین ١ | 2 Х.Х,‏ 


قا 


"ева. myr .وريم‎ е (9 t=) > 
(хџ.х,) = چم و سس‎ Û, 1, 2, ... 
х,!.х,! 


الان 
رګ > 2 , у = X, +X,‏ 
فاذن الدوال المعکوسة ھی : 
لا >2 , جس ع لا X, =Z‏ 
وهذا يعني ان 
у = 01,2,... ,z=0,1,2,..y‏ 
فاذن 
)2 = یلار 2 -لزح P(Y=yZ=z)=P, (x,‏ = )2 ,)8 


mj z. mj. یسا‎ tm) 





1 1 ہے 
Же,»‏ فان (y—z)!.z!‏ 
z‏ ډوو y‏ > ۱ 
P(y) 2 y P(y,z) = e" (8, tm.) у mi 02‏ 
z=0 z=0 (y —z)!.z!‏ 
у!‏ › رتم 
mi 5‏ . —— —— = 
у! s20 2۱) - z)!‏ 
e (m; tm.) У‏ 
У Отту“‏ بی ер‏ 
2=0 * 


tm). (m, + m, ў‏ »و 
پ2 ب1 سز سڈ МР(у) = ma‏ 


لاحظ ان الدالة الاخيرة تمثل دالة توزیع پواسون بالمعلمة ( m,‏ + ره )فاذن 
-Y = X, + X, ~ Po(m +m)‏ 


goy 











لاب > سے ٠: Y‏ استنتاج التوزيعات المستمرة باستخدام التحويلات . 


افرض أن X‏ متغير عشوائی مستمر بدالة كثافة احتمالية (к)‏ معرف على 
فضاء مستمر مثل ,8 بحيث أن ۹6 لجبع قم кей,‏ وافرض ان 
yagla)‏ يمثل تحويلاً من X‏ الى ۷ بحيث ان هذا التحويل يُطبق Q,‏ فوق 
,0 الناتج من تحويل ایة قيمة معرفة Š‏ »© استناداً الى (×) ع = ر وان هنالك 
تقابلاً ( وإحد لواحد ) مابين ,0,0 بحيث ان كل عنصر في ,© LU‏ 
عنصر وام.. في ,لک وان كل عنصر Q, à‏ یقابله عنصر واحد فقط في Q,‏ . وافرض 
ان الدالة المعكوسة ای ()8 = 7 (у)‏ = وان المشتقة ах / dy = w'(y)‏ 
موجودة وستمرة عند جمیع руу, ¿š‏ لما تقدم يمكن استنتاج دالة 
التوزيع الاحتمالي الى ۷ G,‏ للاتى 


72157695( ار یل( = f(y)‏ حيث |(۱) ۱۷ تعنى القيمة المطلقة 


لمشتقة الدالة w(y)‏ والتي غالبا مایطلق علیها بمعامل معكوس التحویل 
x = w(y)‏ اومعامل التحویل او جاکوبیان Jacobian‏ التحویل ويرمز لذلك عادة 
بالرمز 3 اي ان w'(y)‏ = 3. وعندئذ فان | иу) = f(x)],= вох‏ 


مثال )`( افرض ان . متفیر عشوائي يتوزع وفق دالة التوزیع المنتظم 
المستمر على الفترة (0,1). جد دالة الکثافة الاحتمالیة الى Үш - дах‏ 


الحل د واضح من هذا المثال أن у = g(x) = - Лак‏ فاذن الدالة المعكوسة هي 
بج & =  ۷)(‏ × وان هنالك تقابل بين عناصر 2 المعرفة بالفترة )0,1( 
وعناصر ,© المعرفة بالفترة ( ته ,0) الناتجة طبقاً للتحويل 2188 - = y‏ بحيث 
أن كل عنصر à‏ ,0 یقابله pais‏ واحد فقط في Q,‏ وکل عنصر في А Q,‏ 
عنصر واحد فقط في Q,‏ لاحظ الشکل (۷- ؛ ) وان . 


dx (у) 1 وځ‎ 
سو‎ — = w(y)= - — Š 
dy 2 





.الشکل (۷۔ ٤‏ ). توضیح لتقايل عناضر ,و وعناصر بل , 


لاحظ ان المشتقة موجَودة وستمرة لكافة قیم 1 «. فاذن 


1 * 1 
ДЕ 2? | E 
2: ` `. 

عليه فان ۱ کو کو Без‏ سا 5 : 





то) = 7 1 


م 
1 


1 

وت - 1 

= )1(, هم‎ 2 = — 
Уул > ° 


өе 


y 
, ۲ < 0 
4 


والدالة الاخيرة تمُثل دالة التوزیع إلاسي بالخ = و فاذن 
i Ц 3‏ 


у р ` ç 
Y= = zx ~ EXP [ — ) i 


مثال (#۲۲: افرض: ان х‏ متغير *عشوائي بدالة كثافة احتمالية 
هږو e‏ = ری | جد التوزيع الاحتمالي الى 2× у=‏ 


Јај‏ : ان تر بو, مه > ر > 0وان ول داد وحيث أن قيم * محددة 


پالفترة dj‏ ,0( فاذن کو نے وان جج 





9۹ 


1 Е تع‎ ۲ 
буу = Кю) уа قافن تر‎ 
| s= J ما و‎ s 


=e, یو‎ 7 ١ | 
.۷ = ХЗ» EXPO) ч ویلاحظ هنا آن‎ 


ووفق نفس المفهوم اعلاه یمکن استنتاج. التوزیع الاحتمالي المشترك لعالة وجود 
اکٹر من متفیر واحد . فعلی فرض ان fpa)‏ تمثل دالة الكثافة 
الاحتمالية المشتركة للمتغيرين. Xy X,‏ وان کل سض ( ولا ) بع = Y,‏ 

(Ept) 3‏ نو = ولا يمثل تحويل من ХХ,‏ اي ولا بحیٹ 
أن ھذ ین التحویلین یعرفان تقابل زوج واحد فقط من , ,9 مع زوچ واحد 
فقط ف Ars‏ اي مانمینه ان التحویلان . ول ,۷ بطبقان الفضاء الثنائي 
Q,,,‏ الفضاء б А‏ , وافرض ان الدالة الممكوسة الى ر« 
هي" (ولامولا) ولا = ds ж,‏ يا هي mW (yoy,)‏ وق . أن 
ا معامل التحویل في هذه الجالة.. يتمثل بمحده. مصفوفة ذات مرتبة 2 × 2 عنامر ' 
Аай‏ الاول منها تمثل المشتقة الجزئية الى Ri‏ نسبة الى لا و ولا في جين أن 


а‏ عناصر الصف الثاني منها تمثل المشتقة الجزئية الى :3 نسبة الى رو و ولا اي 


اه 
Ra, дв,‏ 
ду, д,‏ 
` = 3 
дв, дн,‏ 
اس > 
O а. ё, š‏ رھ дв,‏ 5 
ду, :‏ ےج ,)20 ә.‏ 
77-٢ Сту‏ جو 
LERES a AH‏ ”= (ولا::9)] 
او و . Pen “A‏ 


KS 


وفی حال كون أن ХХ. ٠‏ متفیراٹ Муш‏ منشمرة بدالة 


бды Ышы‏ ریم و۷۷82 وان ,هب ها و 
( وڈ cees‏ دی (By‏ بق شه u 5 у‏ 77 تمشل تحويلات بدلالة هل i!‏ المتفيرات : 

تؤدي الى تقابل واحد لواحد بين . . ې کا ري پو یروگ 
وان الغوال المفكوسة чё‏ ول БҮ 8 = абу yp as‏ 


فان معامل التحويل سوف یتمثل بفحدد مصفوفة ذات مرتبة 8 × Ë‏ عناضرها تفقل 
مشتقات جزلیة المتفيزات القديمة (X)‏ شبة الى التفیرات الجديدة (Y)‏ 


اي أن : | | 
ё, ыз‏ % 
لاڈ 5 ду, ` ду,‏ 
да, ёв;‏ و | П‏ 
ولاڈ 8 ду, ду,‏ 
نر وا وک 
D >‏ به 
وبذلك فان 


LLE ZES PEENTE N = LETETTE SA .11 


я, а ДЕ! 
= ali} 


1 


8 = W(..) 


KSS 








ӘН‏ يجب اٍن, يكون عده التچویلات مساورلعدد المتغيرات الاصلية ای »1 . وا 
کان عددها اقل من k‏ فان الامر يستوجب تعريفٍ تحویلات:اخري مکملة وبنفیی 
الاسلوب الذي تم التنویه عند في الققرة ( ۷- а E руле O -٤‏ 
(чт) Ja‏ : افرض أن X,‏ 0 متغيران عشوائيان مستقلان كل Ме.‏ يتوزع 
дд‏ دالة التوزیع المنتظم المستمر على الفترة )01( جد هللة الكثافة .الإحتمالية 
المشتركة. إلى. ولا , لاد ء بحیث ان × + Y, = Xj‏ وان X, — K,‏ = رکا 
الحل : نجد اولاً الدالة المعكوسة X.‏ و و× وکالاتي ,مضه ШШ‏ 200 





х 








Y, = X, + X, : š 1 
- i= سب‎ & ç 
Y, = X, - X, i „1 2 (Y, зҮ,) | 
: ё | 
з i وان‎ 
Н уво k H 
Y, = X, + X, : n 
` رو‎ = — (Y, = Y,) | 
اس ولا‎ — X, Ж ; 
i | 
3 ë ٠ ١ عليه فان‎ 
i ж 5 e 
`x, дх, 1 1 
š ду, ду, 2 2 1 1 1 
و‎ х, ûk, 1 at 4 4 2 
ду, с, у, | a #2. к:2 2 || 4. 
.|J| = س‎ 
2 2 
Ж ہے‎ а 
Ску = f(x,).f(x,)=1 وان‎ 


tay 





فاذن 


1 1 
= (1) ہد‎ <=. 
f(y, y.) = f(x..x.)1 = 2 7 
1 
x, =¥ +y) 
1 
15 ,لس‎ М) 


تبقی امامنا مشكلة واحدة وهي تحدید فضاء ,لا وفضاء у,‏ . لاحظنا ان الدالة 
المعکونة الى X,‏ كانت (ز وې ا × وتلك الى x,‏ كانت 
2 2 


1 

O O FS ای‎ 
1 

чау‏ ی زی بد تو خا 
1 

yas‏ و ту,‏ و شش و 
1 

2 پوت ولف ی روود رجہ اہ په 


كذلك فان التحویل +x,‏ ,× = رو يؤدي ای ان 2 > ,> 0 طالما 
1 > ,ره > 0 Das‏ يعني ان 1 > رو > 1 - وکما موضح في الشكل ( ۷- 
°( 


لاحظ أنه لقيم رو في الفترة )0,1( فان قیم у,‏ ستکون معرفة في الفترة 
yi yi)‏ - )ولقیم у,‏ في الفترة (1,2) فان قيم ولا ستکون معرفة في الفقرة 
‚(У,-2,2—у,)‏ | 


٢ 











الشکل ( ۰-۷ ۰) 





مثال ( ۲۶ ) افرض أن X, - N(0,1)‏ مستقل عن N(0,1)‏ نه X,‏ . جد 
التوزيع الاحتمالي الى X, Jx,‏ = ,۷. 


الحل :ان 


1 2 2 
لک ې ا‎ 
(Kyo x; EEN مه سر‎ < x, ,X, < 0 


үз 5 پک‎ o. 
وافرض ان يک ولا فاذن © > ولا > مه سه‎ у = وان کے‎ 


ان الدالة المعكوسة الى x,‏ هي ,= والدالة المعكوسة الى X,‏ هي 
۶2 :* عليه فان معامل التحویل J‏ هو. 


$ 




















теў. 7‏ 
Е ду, 1 |‏ 
у,‏ | 3 و = - و 
дх дх‏ 
1 0 2 2 
ду, ду,‏ 
11( ېر Ебу ›у») = оку),‏ 
و و 
سا ےر ہے وھ و 
ЕУ‏ 22 27 27 = 
و E‏ 
(1+ )ر -- ول 
dy,‏ و 2 TARSI‏ 
پل یک 





— ]0-1 [ څپ‎ о ہے‎ < 00 
я(у2+1) 1)ع‎ +y) ١ 


والدالة الاخيرة تمثل دالة توزيع كوشي بالمعلمتین 0 = و وھ 


م ٠٠٢‏ الاحصاء الرياضي 7 


: آمارین الفصل السایم : 





۱۱-۷ اذا علمت ان X, > N(416), X, = N(39),X, < N(24)‏ 
وان r = 94 ‚р,=06‏ 7 - س ووم . چد 
مايلي : 
أ - الوسط والتباین ال -Y = 2%, — 3X, - 4X, ¥ = X, + X, + X,‏ 
ب - الوسط والتباين الى Х.Х,‏ = ۷ ,یک . ,× = رو .یه .V=‏ 
چا الوسط والتباين الى =Х,/Х,,Ү =Х,/Х,‏ 2 ,یلا X,‏ = ۷. 


۲-۷ اذا علمت ان (4124 فا X,‏ مستقل عن (46) beta‏ ہ و٭× چر 
الوسط والتباین الى Y = X, /X,‏ 


۷ ۳ :افرض أن 8 متفیر айке‏ يتوزع وفق دالة التوزيع المنتظم المستمر على 
الفترة )022( وافرض ان Асоб‏ - لا حيث ان 4 ثابت 
جد التوزيع الاحتمالي الى ۷ باستخدام اسلوب الدالة التوزیمیة . 


٤ -۷‏ :افرض ان X‏ متغير عشوائي بدالة كثافة احتمالية 0 < бх) = e *,x‏ 
جد التوزيع الاحتمالي الى ٥ه‏ - اس لاباستخدام اسلوب الدالة التوزيعية . 


o -۷‏ افرض ان XY‏ متغيران عشوائيان مستقلان کل منهما يتوزع وفق دالة 
التوزيع الاسی بالمعلمة 1 - 0 . جد دالة الكثافة الاحتمالية الى 
۷+ ل Z<‏ (ملاحظة. افرض ان ۷۶ = ×) 


1,2- 
٦ у‏ :افرض ان Х,Ү‏ متغیران عشوائیان مستقلان بحيث ان5<0: 2 f(x)=xe‏ 
وان 0 < و: 202 уа‏ بين أن دالة الكثافة الاحتمالية 
للمتفیر ХҮ‏ = 2 هی 


22 


2 کل‎ A S 
2 )22 +1( 7 


i 


۷۔ ۷ اذا علمت ان X‏ متغیر عشوائی بدالة كثافة احتمالیة سکس سے (ج)؛ 
x)‏ + 1) 


۳ 35 1 6 
0 دن ان دالة الكثافة الاحتمالية الس > هنت سي سے 
بين ان د په اوي ۷ هي 0 < لا, خو 1) (у)‏ 
А ۷‏ استخدم اسلوب الدالة التوزیعیة في استنتاج التوزیع الاحتمالي od!‏ > م ۰97۶ء = ¥ 


f(x)= أن 1 < ۲ , سس‎ 
x 


۷ے ۹ افرض أن а)‏ ,)× < × . جد التوزیع الاحتمالي الى ع = ۷ 


v 7‏ اذا علمت ان الدالة التوزيعية لمتفير عشوائي)ز وه > ×> مه - 


هي )]) — В. F(x)=Exp Í —ЕХР ۱ "i‏ ومعالم 


بحيث آن 0 B>‏ ,© < © > مه - ۳ بين ان التوزیع الاحتمالي الى 
ГЫ‏ 


و Y‏ ہو توزیع اسي بالمعلمة 1 <۰9 





۷ = 1 - ХӘ جد التوزيع الاحتمالي‎ X اذا علمت ان (8,») عاعط سم‎ w ۷٧ 


۷- ۰۱۳ استخدم اسلوب الدالة المولدة للعزوم في استنتاج التوزیع الاحتمالي الى 
Y = X, + X, + ... + X,‏ لكل حالة من الحالات التالية علمأ ان 
المتغيرات x‏ برا ستقلة تصادفياً : 
ان (8.به) © ما 
ب ان X,‏ يتوزع كتوزيع هندسي بالمعلمة P‏ 

ج ان X,‏ يتوزع كتوزيع ثنائی الحدين السالب بالمعلمتين P‏ ,,؟ 
د ان هر يتوزع کتوزیع ثنائی الحدين بالمعلمتین no P‏ 


۷ ۳ اذا علمت ان X‏ يتوزع وفق دالة توزیع منتظم مستمر على الفترة ( 0,1 ) 
جد التوزيع الاحتمالي الى +-) - ۷ | 

۷ £ اذا علمت أن X, ~ b(n, P)‏ مستقل عن (ظ ,ره إ٥‏ ہ ر× استخدم 
الاسلوب الموضح في الفقرة ( ۷- ١-٤‏ ) لا یجاد توزيع ر× + ,لا = ۷ 


۷ 


X, ستقل عن (02,ر) لب‎ ×, ~ МО ,01) افرض ان‎ ٥١ -٧ 
۷ = X,- استخدم الاسلوب الموضح في الفقرة ( ۷- ۱-۲) لایجاد توزیع رلا‎ 


۷۱-۷ افرض ان Х ~ EXP(0)‏ مستقل عن EXP(0)‏ ہ Y‏ برهن ان 
بے = #يتوزع كتوزيع منتظم ستمر على الفترة (200,1 ' 
۷ ۷ اذا ӘХ‏ ,2,..۔ ,2,2 متغیرات عشوائية مستقلة كل منها 


يتوزع کتوزیع N(01)‏ برهن ان 





-٧‏ ۸ اذا كانت Х,,Х,,..Х,‏ ۰ متغیرات عشوائية 2 بحیث ان 
С | 1‏ 
s: 5 | Й‏ 7 و 


x 5 ы” -‏ 
у‏ ۱۹ اذا کان Xaa, В)‏ جد التوزيع الاحتمالي للمتفیر سس Y=‏ 
۷ے ٠‏ أفرض ان (1,») 6 ~ ,× مستقل е‏ (1,() 0 ہ eX,‏ برهن ان 


۰ 58)»,۵( يتوزع كتوزيع‎ Ү=Х,/(Х, +Х,) 





4 


سار 
= 
۱ 
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الفصل الثامن 
المعاينة والتوزیعات المقيدة 
Sampling & limiting distributions‏ 


امتعرضنا في الفصلین الخاسى والسادس اهم التوزيعات االاحتمالیة الشائعة 
الاستخدام في ШЫЙ‏ ية الاحضائية من خلال دراستنا لاهم خصائص هده التوزيعاث وعلاقة 
بعضها پالبعض الاخر . j‏ حين اختص Ја‏ السابع بدراسة توزیعات دوال 
الملئیرات العشوائية من حیث ثوقعاتها وخصائصها فضلا عن استعراض اهم الطرق 
التي من خلالها پمکن امتنتاج التوزيع الاحتمالي لهذه الدوال . 


في هذا الفصل سوف نركز الاعتمام على دراسة مفهوم المعاينة ومفهوم التوزپعات 
المقيدة والتقارب التصادفي ودورهما في استنتاج التوزيعات الاحتمالية على الرغم من 
استخدامنا لیذپن المفهومين بشكل او بآخر غير مباشر في بعش فقرات النصلين 
الخامس والسادس . 


۸ س ١‏ المعاينة Sampling‏ 
يقصد بالمعاينة « اسلوب » او « طريقة » یمکن بواسطتها الحصول على « عينة 


Sample‏ ” من المفردات units‏ من مجتمع population‏ معین . ویقصد بالمجتمع 
( او المجتمع الاحصائي ) بانه كافة المفردات التي تشترك بخاصية ( او مجموعة 
خصائص ) معينة . على سبيل المثال مجتمع طلبة وطالبات جامعة الموصل . مجتمع 
الاسر الساكنة في مركز مدينة الموصل. وغیرها من الامثلة. وهذا يعني ان الجتمع 
الاحصائي يمثل جمع من المفردات ذات خاصية ( او مجموعة خصائص ) معينة 
مشتركة تخص دراسة معینة . في حين يقصد بالعينة بانها مجموعة من المفردات 
تشکل جزء ( مجموعة جزئية ) من المجتمع الاحصائي یتم اختیارها وفق قواعد 
واصول معينة تسمی اسالیب المعاينة Sampling techniques‏ ومن اهم هذه 
الاسالیب 


من 


Simple random sampling المعاينة العشوائية السيطة‎ 5 

ب - المعاينة العشوائية الطبقية Stratified random sampling‏ 

ج - المعاينة العشوائية المنتظمة Systematic random sampling‏ 

ونظراً لكون الطالب قى سبق وان درس هذه الاساليب وغیرها بشکل مفصل فاتنا 
سوف لن ندخل في تفاصیلها کی لانخرج عن نطاق هذا الکتاب . 


۸سا ۱: العاينة العشوائية Random Sampling‏ 


بالشكل الذي يضمن لكل مفردة من مفردات الجتیع نفس الفرصة في الاختيار لان 
تكون واحدة من مفردات تلك العينة . فعلى فرض أن الجتمح الاحصائی محدؤد 
وعدد مفرداته هو N‏ وتطلب الامر سحب عینة قوامها n‏ مفردة . n > N‏ . من هذا 

په 5 دس А бу xl. ۹ ` к.‏ دیا 
الجتمع فان الاختیار العشوائی لفردات هذه العينة يضمن Yll‏ قدره چ كفزصة 
АУ‏ ایة مفردة من مفردات الجتمع دون ان يكون هنالك اي مبرر ( تحیز ) 
لاختیار هذه الفردة دون الاخری . كذلك فان عدد العینات المکنة الاختیار من هذا 
الجتمع هو Ch‏ . ان اسلوب العاينة الذي يضمن نفس الفرصة à‏ اختيار ابة 
مفردة دون اي تحيز يسمى اسلوب معاينة عشوائية في حين ان العينة التي 
یستحصل علیها وفق هذا الاسلوب تسمی عينة عشوائية random sample‏ . 

des‏ فرض ان ,ل ... وکا لا تمثل متغیرات عشوائية بدالة كثافة 
احتمالية مشتر كة )100,564 уу‏ كتلة احتمالية مشتركة ), ناذا 
امکن U‏ صياغة التوزيع الشترك بالشکل (,)؟ П‏ (بد....,یه,ید)] 
بحيث ان ٹا ,1,2 = ۷۷ و f(x) = (х)‏ فان 
0 يعني أن هذه التغیرات مستقلة تصادفیا وانها تتوزع وفق نفس التوزیم 
الاحتمالي المرف بالدالة Bieg а)‏ يمكن التعبير عن X. Xaa X,‏ 

على انها قياسات مفردات عينة عشوائية قوامها « مسحوبة من مجتمع ذو دالة 

كثافة احتمالية f(x)‏ . وهذا يعني ان X,X,,.., X, САЛА‏ يمكن 
النظر الیها على انها متغیرات عشوائية مستقلة کل منها بدالة كثافة احتمالية 
f(x)‏ . اي ان الاصطلاح « عینه عشوائية < مکافیء للاصطلاح « متغيرات 
عشوائية مستقلةء . 


А! 


‘Parameter and statistic Аэ المؤشر الاحصائيی‎ : ٢۲١-۶۸ 


لاحظنا لدی دراستنا للتوزیعات الاحتمالية في الفصلین الخامس والسادس ان اي 
توزيع منها عبارة عن عائلة توزیمات كل عضو منها يتحدد من خلال تخصیص قيمة 
عددیة لعلمة (او معالم ) ذلك التوزیع , واعتبرنا هذه المعلمة (العالم ) كمية ( أو 
كميات ) ثابتة . الا انه ومن الناحية العملية غالبا ماتکون هذه العالم مجهولة 
القيمة . فمثلً لاحظنا في التوزيع الطبيعي ان کل من بر و تی تشخصان هذا 
التوزیع ( ( احد اعضائه ) وهما قيمتان مجهولتان عملیاً الامر الذي يقتضي ( ولاغراض 
التطبيقات الاحصائية ) ايجاد تقدير عددي لکل منھا . أن التقدير العددي للمعلمة 
( او العالم ) يمكن الحصول عليه على اساس قياسات عينة عشوائية قوامها à‏ سحوبة 
من مجتيع معرف بالدالة f(x)‏ . هذا التقدير يسمى « الؤشر الاحصائي » . 
وهذا يعني ان الؤشر الاحصائی دالة بدلالة قياسات العينة خالية من اي مجهول . 
سد ان ө‏ تمثل معلمة وان 8 تقدير لهذه العلمة فان 
).1 رو راع Û‏ . فمثلا اذا كانت نار ول :و قیاسات عينة 
عشوائية من الفردات سحوبة من N)‏ فان کل من 37 , 

2 : А 

= r а. یعتبر مؤشر احصائي في حين ان‎ У به‎ У ов 


i=1 і=1 
< . اعتبارها مؤشرات احصائية بسبب اعتمادها على معالم مجهولة‎ об لا‎ 
اعتبار 6 کافضل تقدير (من بين جملة تقدیرأت اخری ) الى ۵ اذا امتاز م‎ 
بالخصائص التالية التي سنذکرها فقط دون اية تفاصیل کونها تقع في اختصاص‎ 
البحث عن ذلك‎ sG الذي من‎ statistical inference الاستدلال الاحصائي‎ 
کنوء‎ , consistant متسق‎ › mbiased التقدير الذي نتصف بکونه . غير متحیز‎ 


efficient‏ . كاف sufficient‏ . ذو اقل تباین ЭЙ . min.variançe‏ سبق 
وان ذکرنا في الفقرة ١ ~ A)‏ ) ان عدد العينات الممكنة الاختیار من الجتمع هو 
٢‏ وهنا وہ 8 سوف تختلف من عينة لاخری . بحکم اختلاف 


مفردات هذه ساد جزئیا . الامر الذي يستدعي اعتبار ۵ أيضأ متغیر 
عشوائي يسلك وفق Jb‏ كثافة ( او (US‏ احتمالية . 


ود 


۸ ۲-۱ : توزیع متوسط العينة وتباینها 
Distribution of sample mean and sample variance, ۱‏ 


ИРСКИ Зет Эи. کی‎ 

من ( مجتمع توزيع ( معرف بدالة كثافة احتمالية (×)] (لو كتلة احتمالية 

р(х)‏ ): وافرض ان ,ثم یمثلان على التوالی ( اذا كانت موجودة ) الوسط 
والتباین لهذا التوزيع . عندئز , 


- 1 я 
х= رع‎ (Kgs Xa) = У x 
йш 


يمثل الوسط الحبابي لقياسات هذه العينة وهو تقدیر الى ير ان + في ذات 
الوقت يعد متغيرأ عشوائياً ذا توزيع معرف بالكثافة ریم التي تعتمد على 
Mass. f(x)‏ فان التوقع الى с» X‏ 





рч, 1 п 1 a i п 
ЕХ = — Е X = — EX, = — = 
n > ' n > ٤ 2 پد‎ в 
Я $ هو,‎ X وان تباین‎ 
m (5 Ж] 
n i=1 
1 2 0 о, 
асу 2 V(X) (¿se تمثل قیاسات عينة‎ X, МА) 
1 R ۲ g? 
کٹ‎ == а? = 
n2 У п 


وهنا یعنی ان متوسط العينة X‏ ( التقدير الى مر ) امتلك Uje‏ ذا مرتبة اولى 

حول نقطة الاصل هو نز буу‏ مرکزیا ذا مرتبة ثانية هو б‏ ( بالاضافة الى 
ў |‏ = 

أمكانية تحدید عزوم اخری من مراتب مختلفة الى Х‏ وذلك يعني ان کے هو 

متغیر عشوائي يسلك وفق دالة احتمالية مثل fO‏ أى kas pi)‏ قدره م 


MEO 


2 5 
وثباین گ ان الدالة الاحتمالية الى × تعتمد بطبيعة الحال على دالة التوزيع 


n 
الاحتمالي للمتغیر العشوائی × الذي اختيرت منه تلك العينة‎ 
, كذلك فان‎ 


oX) =‏ پل) يع هئ 





2 (х, - x) 
n= =1 
عشوائی‎ „к> يمثل التباين للمينة وهو تقدير الى 2م وان *5 في ذات الوقت‎ 
يسلك وفق دالة احتمالية مثل )8( التي تعتمد ايضأ على دالة التوزيع‎ 
: هو‎ S? ان توقع‎ . X الاحتمالي للمتفیر‎ 














1 я 
ES? = Еў (X - X) 
n-i ری‎ 
1 Ыы وت‎ 
= LEX, - X) 
n=l ”ےم‎ 
تک‎ SEX, =) - (X FP 
ا‎ EE 
= ! و‎ 2] 5) - д) + E(X — ny 
п-1 رر‎ 


- 228) )لس‎ а). 


1 в? 20? 
EE ыд. 


п 
n—-1 ری‎ п 








حیث ان 


1 
E(X, = мух زيرت‎ = — 6, —н) 5 (X-u) 
i=1 
= EK, = pX, = n) + وا( ہی‎ н) + 21 
1 »)مې‎ — #)(X, ((س‎ 


٥ 





1 
= — E(X,- д) 
3 1 


7 в? 1 1 7 
-= ZEX (X زم‎ = 08.11 











فاذ п‏ 
Е‏ 
وو فی او ظا اس 
ادو ول iei ۱ п n-i‏ 0“ 
تہ = تو 
وان تباین 82 هو: 
n _ 2 i‏ 
У(8?) = 2 X, -X )‏ 
(S°) n 1 2% )‏ 
n— 3‏ 1 
“ربرب د ) Е ot‏ سے 
1 - 8 2 


ونترك برهنة ذلك للفاريء . مما تقدم نلاحظ ان تباین العينة 87 ( التقدير 
الى مم ) امتلك عزماً ذا مرتبة اولى حول نقطة الاصل هو 2م Сез‏ مرکزياً ذا 
مرتبة ثانية هو (۷)87 وفق الصيفة اعلاه . وهذا يعني ان 82 متغير عشوائي 
يسلك وفق دالة احتمالية مثل )8°({ بوسط قدره 2م وتباین مقداره (92) V‏ . 


Law of large numbers قانون الاعداد الکبيرة‎ : ٢ 4 


تطرقنا في الفقرة (۱-۸) الى استعراض موجز لفهوم العينة واسالیب اختیارها 
وذکرنا الهدف الاساس من العينة هو حساب بعض الوشرات الاحصائية 
كتقد يرات لعالم الجتمع الذي اختیرت منه تلك المينة . وکما هو معلوم فان حجم 
العينة 2 دورأ САА‏ في دقة التقدیرات التي نحصل علیها من تلك العينة . 
فكلما كان حجمها كبير فذلك يعني أن احتمال الفرق بی بين التندير 8 والمعلمة ۵ 


۷۹ 





رود ور کہ و وپ وہ 
ابر ممکن من خلال ۳ x‏ 7ھ f(x) аа‏ 
قوامها « مفردة . الا انه وبشکل عام بر × لکن بر = ВХ‏ وان هدفنا الاساس 
هو Jam‏ الفرق الطلق بين ,ير . اي | - | , قريب من الصفر . ان لحجم 
العينة n‏ دوراً اساسیاً في تحقیق هذا الهدف من خلال مایسمی ب « قانون الاعداد 
الكبيرة » الذي ينص ہما ٠‏ + بفرض ان 6.6 عددان صغبران بحيث ان 
0 < م١1‏ > 8 > 0. عندئظٍ يوجد عدد موجب صحيح مثل n‏ بحيث АЙ‏ لو تم 
اختیار عينة عشوائية بحجم 1 او اكثر من توزیع معرف بالدالة f(x)‏ وتم حساب 
× فان احتمال ان يكون الفرق الطلق بين “ری اقل من هو اكبر من 
ó‏ - 1. وبالرموز فان : 


Р, (1х |е) 21-6 


ولغرض برهنة ذلك لابدلنا اول من اشتقاق مایسمی ب « متباینة تشیبیشیف » التي 
لها دور كبير في اشتقاق هذا القانون . 


` Chebyshev's inequality متباينة تشيبيشيف‎ : ١ ۲ ۸ 


افرض ان X‏ متغیر عشوائی بدالة احتمالية f(x)‏ وبوسط وتباین محدود ین 
هما على التوالي ۸ , в?‏ . افرض أن k‏ عدد موجب Хд.‏ : 


Р 1 ۱ і 
P [X-u] > ۲61 < 1 - ]م وان بت‎ >l >К] 5 — 


البرهان : سوف نبرهن هذه التباينة في حالة × من النوع المستمر . والبرهان ذانه 
ينطبق في حالة X‏ من النوع التقطع وبمجرد استبدال رمز التکامل برمز الجمع . 
من العلوم ان : 


tyy 





в? = exar = | (x - u}. f(x)dx 


-0 


+ بر 


H™ ke 
= f (x— u f(x)dx + 2۵20ی‎ 


مم + و 


+] (х-н). (х) dx 
sj 


(x ~ Hu) f(x)dx + f (х= д) f(x)dx (د)...‎ 


6 - مر 
+k‏ بر اوت 

واضح في التکامل الاول من(ء) ان ka‏ بر ух S‏ يعني أن ko‏ ج x‏ - م 
Gl,‏ في التکامل الثاني من ke (ж)‏ + بر < × وذلك يعني أن ко‏ ج ير - × 
فاذن : 


© 


# Кв 
aaf (ke)? f(x)dx + f (ke)? f(x)dx 


جن + م مه - 


ka ©‏ - بر 
К д? [| f(x)dx + [ f(x)dx‏ = 


-0 е عدبم‎ 


= k’ [P(X > بير‎ ко) + P, (X > م‎ + 6([ 


= фр (X - بر‎ < — ko) + P, (X - р >к ) ] 
= تو ٹیا‎ P [|X - «| 2ko] 


« تو تراج تي‎ P [|X - ام‎ > ко] Са) 


وبقسمة طرفي (<s)‏ على 2م12 dam‏ على : 





[lx - ۸۱ < [عط‎ > — 


Ул 


او آن : 





ح 1ج [ 6 د زم - |[ iP‏ 


k? 


ای ان 
5 - 1> [ع۲ > اي - ]8 





к? 
: عندئذ فان هذه التباينة ستکون‎ » = kç < 0 وفرض أن‎ 


в? а? 
p. [Ix - حي- > له < |م - | ]م او ان — تاد[‎ 


|× - plz جد الحد الاعلى لاحتمال ان5‎ . X< ٦ )40,4( افرض ان‎ : )١( Ча 
{1х - ثم قارن هنا الاحتمال مع الاحتمال الحقيقي لحدوث الحادثة ( 5 ج ام‎ 


العمل : واضح من معطيات السؤال ان 40 ع ,2 = 5,0 = ه. о‏ 


4 
в,0х - 40| [5ھ‎ > ——=016 


فاذن الحد Је‏ لاحتمال حدوث هذه الحادثة هو 016 . في حين ان الاحتمال 
الحقيقي لها هو : 

۶] - 4۵| < 5[ = 1-۳) - 40| > 5[ 

(5 > 40 - با > و )۳ - 1 

1 - ] ۳,) < 45) - P,(X > 35)] 

1 - [P (Z > 25( - P, )2>-25([ 


ا 


1 


IF 


1 


من جداول التوزیع الطبيعي نجد ان 


P. (Z < — 25) = 00062 , P. ( Z > 25) = 8 
P [|X - 40| > 5] = 00124 فاذن‎ 


۷۹ 


مثال )<( افرض ان × متغير عشوائي بوسط н‏ وتباین 0 = 02 . برهن ان 


р) > 1‏ )رط 


الحل : ان 0 = 2م, ولای эде‏ موجب مثل c‏ لدينا : 
Р.Х -۸|< [> 0 .‏ 


وحيث ان الاحتمال قيمة غير ‚МАЙ‏ ۱ 
Р[]Х-ни|>с]=0 ус‏ 


BUA‏ يعنئ ان احتمال حدوث فرق مطلق بين ,۸ مساو للصفر . اي انه 
يجب ان يكون 1 = P, (X = и)‏ 


٢۲ ٢ ۸‏ : پرهان قانون الاعداد الکسرة 
افرض ان ХХ.‏ متفیرات عشوائية مستقلة (او عينة 
عشوائية ) تتوزع: وفق نفس دالة الكثافة الاحتمالية f(x)‏ (او کتلة احتمالية 
(Р(х)‏ وافرض ان م ح У(Х) = ٥, EX‏ . لیکن × یمثل الوسط 


الحسا ہی لهذه التفیرات وان م n, EX=‏ / 2م = У(Х)‏ عندئذ 


z в? 
ذام-×]],۶‎ ٥[ > ——,с>б 
00 





وان × , یقترب من ۸ عندمامه + үй‏ 


البرهان : حسب متباينة تشيبيشيف فان 
У(Х)‏ في حي 
EX| zc] < —‏ – ]۳ 
c‏ 


- جه‎ 
فاذن‎ . ۷) × ( = ‚ЕХ =н لکن‎ 
п T 








> [ء < ام рх‏ 





пс? 


áA 


وبفرض أن مه ه n‏ عندئز 
2 
0 - 





lim ۶۲۱۴ - [ہ د اس‎ > lim 


n> مه‎ п» و‎ 


ас? 


- فاذن‎ 
lm ۳,۲۱۶ д| < ۰1 =0 

وهذا يعني أن احتمال الفرق المطلق بين چو н,‏ هو اكبر من او يساوي о‏ 
مساو للصفر عندما مه пә‏ , أو ان 


1= زه > زم - Р.Х‏ هذا 


п 00 


وهذا يعني أنه باحتمال قدرة واحد X‏ یقترب من Uses‏ مه ج م . 
وفق ماتقدم نقول ان X‏ يتقارب بالاحتمال من ۸. ویرمز لذلك بالشکل: یمو 


Аах а‏ : پاحتمال AY‏ عن 095 . جد حجم العينة * المطلوب سجبها من 


مجتمع احصائي الذي يجعل الفرق المطلق ہین и, X‏ لايزيد عن -. 


б 
е 


۳ | с ۱ 1 о? i 100 
ۓ‎ IX < > = z 
11 61 75 ( a ў п 
и оа 
10 
وحیث ان الاحتمال الممطی لایقل عن 095 فذلك يعني ان‎ 
100 100 
ے. ج‎ 0:05 — n = 0 
n n 








095 =1— 


وھذا يعني ان حجم العينة المطلوب аа‏ یجب ان Jat‏ :عن 2000 эе‏ 
وفق هذه المعطیات٠‏ 


م ۲7 الاحصاء الریاضی ۸٨٨‏ 





مثال (+) : افرض ان NUGA)‏ نہ ×. جد حجم المينة n‏ المطلوب محبها 
من هذا المجتمع التي تجعل احتمال الفرق المطلق بين p, X‏ اقل من 09 لایقل 


عن 099 


الحل : ان و0 = c‏ . فاذن 





4 = 
099 = ——— ے 1> [09 ~ Р.Х‏ 
روم - 09121 > | [|X‏ 
وهذا يعني ان 
4 ے = +n‏ 001 سے سس 
0-0081 "تر 09 )مو 
عليه فان حجم العينة المطلوب وفق معطيات هذا المثال يجب ان لایقل عن 
4 مفردة . 


Central limit theorem مپرهنة الغاية المركزية‎ : ۲ - ۰ 


تعتبر مبرهنة الفاية المركزية احدی الرکائز الاساسية في النظرية الاحصائية 
وذات فائدة تطبيقية كبيرة وخصوصاً مایتعلق الامر بحساب الاحتمالات وموضوع 
اخثیار الفرضیات الاحصائية . لقد سبق ذکر هذه المبرهنة في فقرات عديدة من 
الفصول السا بقة وبشکل غير مباشر . وفیما يلي نص وبرهان هذه المبرهنة Ше‏ ان 
منالك اشکال اخری لبرهنتها کل منها يفترض فروض وشروط معينة الا ان الهدف 
من البرهان هو نفسه . 


افرض ان .× متغير عشوائي بدالة كثافة احتمالية f(x)‏ او كتلة احتمالية 
(۳۸۶ . وافرض أن بر = ×8 ,مه > 2ه = У(Х)‏ لیکن × یمثل الوسط 
الحسابي لقیاسات ¿Le‏ عشوائية قوامها n‏ مسحوبة من مجتمع الدالة (ھ)؟ او 
()«. وان بر - 6 . عندئذٍ فان توزیع Y‏ یقترب من التوزیع الطبيعي 


01 n 


المعياري عندما © — 8. Е‏ 


ых 


البرهان: لیکن ,) 0# N(p*‏ مہو . عندئذ 


n Ф y” 


y 


„Меге =M, (0) وان‎ ۳ 


Nie ى‎ 


~N(0,1) 





افرض أن (4) ي موجودة ومستمرة لجميع قيمط > t‏ > .0 < و عندئز 


فان الدالة المولدة لعز نز — (X‏ موجودة ы.‏ 
۳ لمولدة لعزوم Го‏ (یم - (X‏ موجود = ) = ( ريلد 





وبفرض ان X‏ يمثل الوسط الحسابي САЛА‏ عينة عشوائية مسحونة من 

g )× احتمالية معينة مثل(‎ ДЬ مفردة . وان × يسلكوفق‎ n قوامها‎ Р(х) (х) 
Е 2 = رز فل‎ 

Vje EKS عندئذٍ فان‎ 





E‏ دق 
فرص أن — 


ДЕЕ: 





-Z=‏ عندئذ فان الدالة المولدة لعزوم 7 هي 





0 Х-и 
М, (t) = Е 7 +) = M,(1) 


هدفنا الان هو البرهنة على ان 
M, (t)‏ ع lim 3 )٤(‏ 
ان 2 0 5 
чри (2) °‏ و 
My ))( = Ee" ` ۴ = Ee‏ 


пә جم‎ 








وحيث ان X,,X,,.. X.‏ تشکل قياسات عينة عشوائية فهي بحکم 
المتغیرات العشوائية المستقلة ذات نفس التوزيع . وهذا يعني ان 











LAY 


M, (t) = Ве : ہے ) و‎ Y 


مر 


(у) 2 - р 
я ۱۷ 
PRS 2 


e £ f 
= SE + ty + ¥ + ہے ې ټپ‎ — V + | 
21 34 r! 








2 ë r 
=14+—— Ev + Ev а. + BY +... ‚Бу =0 
21 31 т! 
عليه فان‎ 
t {2 {3 
m| سی ہا ہے سلب‎ — + ... +: 
سو‎ 21а 3!n n 
š г 
کر‎ 
رو ري "و ۱ء‎ 
نے‎ t CU Cp: ٢ 
1 او‎ 2 Ja" + تج‎ к 
1 
= 1 +—K 
n 
K п 
мо + "| فاذن‎ 
n 
K п lim K وان‎ 
"О گی‎ 
: 1 و‎ ۰ 
8 م‎ à دالة‎ K حیث أن‎ 
Е 25 ےھ‎ ٧ ۰ Y É 
O وس‎ 
MA ود وب‎ + С тп 
1 
112 | فان‎ 
Hm M,(t) =e > = 


لا ہی А‏ 5 : | 0 
لكن “© ةي تمشل الدالة المولدة لعزوم توزيع طبيعي معياري . فاذن نستنتج 


tA 








Х- р п о I 
Z= — N(0,1( 


оі n 





وبشكل عام نستنتج من هذه المبرهنة ان الدرجة المعيارية في اي توزيع 
احتمالی معرف بالدالة f(x)‏ أو Р(х)‏ یول توزيعها إلى التوزيع الطبيعي 
المعياري عندمادہ + ٥‏ فثلاً اذا کان (#,و) ٧م‏ × فان 


X—n n> 0 
——=N(0,1) 





Z= 


ومع v‏ 
او ان 


X ~ №ар, пра), а > مه‎ 


كذلك اذا كان (m)‏ ۵< ہ САХ‏ 


Jm 
لاي توزيع احتمالي آخر بشرط ان © > 62 . وبفرض ان‎ üN 
ыз XP (X > وتطلب الامر حساب الاحتمال (مد‎ > b(n,P) 
, تكون كبيرة فان ذلك يتم وفق الآتى‎ n معطاة , عندما‎ 


X-m mao‏ ے او ان نہ ¿X‏ وهكذا العا 
ری اش شېو او охе 8)8,8( O‏ و : 





X - np ہلا‎ - np ) 
ایت ہے‎ ЛА 


P(X < xo) = 27 
لډ‎ эрч y эрч 





=P (Z <z) Z~ N(0,1) 


وهكذا الامر من حيث المفهوم عند حساب احتمال معین لمتفیر عشوائی يسلك 
وفق دالة كثافة احتمالية او دالة كتلة احتمالية . اي انه وبشکل عام ؛ 
EX хо — EX )‏ -× 


#١) <‏ یدج« 
J У(Х) J Y(X)‏ 


=P (Z <2,),Z < N(0,1),n — © 


©лә 











وغالبا مایتم أضافة 05 المقدار (Xo - EX)‏ حيث ان هذا المقدار يسمى 
ب « مصحح الاستمرارية Continuity Correction‏ » يضفي الى قيمة الاحتمال 
المستخرج دقة اکبر. ومن الناحية التطبيقية فان درجة التقارب من التوزیع 
الطييعي تعتمد بطبيعة الحال n je‏ وعلی دالة التوزیع الاحتمالي للمتفیر × . 


مثال زه ) : افرض أن (1000,04) X‏ . جد (420 > Р(Х‏ 


الحل : 
ان مسألة ایجاد (420 > Р(Х‏ باستخدام توزيع ثنائي الحدین تبدو معقدة 
نظرأ لان ذلك يتطلب حساب , 

420 


Р(Х > 420) = Y C1 (04). (06) 7 


x=0 


لکن . وحیث أن n‏ كبيرة فانه يمكن حساب قيمة تقريبية لهذا الاحتمال وفق 


: الاتي‎ 
пра = وه,(1000()04()0۹)‎ = (1000) (04) = 0 
- 240 -.. пра = 15492. 
فاذن‎ 
420 — 0 
روم ع »,و‎ = p [Z = — ) 
15:492 
= P. (Z > 129) 


من جداول التوزیع الطبيعي نجد ان قيمة هذا الاحتمال هي تقريبأ 09015 
في حين لو تم استخدام مصحح الاستمرارية فان , 


€N 


420 + 05 — 400 ) 


P (X < 420) = plzz 
x 15-492 


= P. (Z < 1:32) = 09066 


.P (X 240) جد‎ X < P0(36) اذا علمت ان‎ : )٦( مثال‎ 


40 — 6 ) : الحل‎ 
= P, (Z > 067) 


Р(Х > 40) = r (z> 
=1— P, (Z > 067) 

من جداول التوزیع الطبيعي نجد ان 

P. (Z > 067) = 0-7486 فاذن‎ 

P, (X > 40 ( = 02514 


من خلال هذين المثالین یمکن الاستنتاج ہما يلي : 
اذا كانت X,‏ ...ول ,× متغيرات عشوائية مستقلة تتوزع وفق نفس دالة 
الكثافة الاحتمالية f(x)‏ او دالة كتلة احتمالية Р(х)‏ بوسط ۸ وتباین محدود 
о?‏ وان Xa‏ يمثل الوسط الحسابي لهذه المتفیرات(,()۷ Z, = (X, - ЕХ,)//‏ 
وبفرض ان F, (z)‏ تمثل الدالة التوزيعية الى ,2 Кое.‏ واستنادا لمبرهنة 
الفاية المركزية فان )2( F,‏ تتقارب من @(z)‏ عندما 90 + « , حيث ان 
)°( ® تعني الدالة التوزيعية في التوزيع الطبيعي المعياري . اي ان . 


lim F, (2) = ۵ )2( 


ہف + بر 





: يعني انه لاي عددین حقيقيين مثل 5,5,8 > 2 فان‎ Mas 
رز ا‎ E к 
ojj n 


=P, (Z, < Z, > Z,)= @(Z,) — 0@(Z,),n — مه‎ 


tAv 











Limiting distributions and التوزيعات المقيدة‎ : ٤ - ٢۸ 
stochastic convergence والتقارب التصادفی‎ 


А-У‏ في فصول وفقرات سابقة ان بعض التوزيعات الاحتمالية لمتغيرات 
عشوائية ( او لمؤشرات احصائیة کالوسط الحسابي X‏ مثلا ) كانت تعتمد على حجم 
العينة оп‏ 95 لاحظنا ان التوزيع الاحتمالی إلى ير لمينة عشوائية مسحوبة من 
( ۷۱۳۰۶ كان (۸ 7ه .)۸ وذلك يعني ان f(x)‏ تعتمد على ۾ وان 
الدالة المولدة لعزوم X‏ هي الاخری سوف تعتمد على n‏ وكذلك الدالة التوزيعية 
F(x)‏ وف بعض الاحیان ولدی استخدامنا للدالة المولدة للعزوم کاسلوں 
لاستنتاج التوزيع الاحتمالی لمتغير (او موشر احصائی ) کدالة بدلالة متغیر آخر 
( او متفیرات اخری ) قد نقف امام حالة تکون чә‏ سألة استنتاج التوزیع 
الاحتمالي لذلك المتفیر ( او المؤشر ) صعبة او غير ممكنة مما یضطرنا الامر الى . 
عمل بعض التقريبات التي یمکن من خلالها التوصل لتلك الدالة عند توفر شروط 
معينة . فمثلاً اذا كان × يتوزع وفق دالة التوزیع المنتظم على الفترة )0,1( وان 
× يمثل الوسط الحسابى لعينة مسحوبة من هذا التوزيع . فان , 





1 کر‎ 
ولا‎ (t) = Ев? = Ee 8 سر‎ 
2 1 ۰ 
jaw (£) s 
ИНЫЕ: 
её – ٧ 
Mp) = فاذن اد مض لست‎ 





е" 4 8‏ 
му) | iT |‏ 
لاحظ ان الدالة المولدة لعزوم ¿x‏ تعتمد على п‏ وهذا یعنی ان التوزيع 
الاحتمالی الى × هو الاخر يعتمد على » الذي يفترض أنه موجود طالما ان 
Mx (t)‏ موجودة ( حسب صفة الوحدانية للدوال المولدة للعزوم ) الا ان مسألة 
التوصل لتوزيع x‏ صعبة وفق الاساليب التي درسناها في الفصل السابع مما بتطلب 


ЕМА 


الامر البحث عن هذا التوزیع وفق شروط مفروضة على n‏ توزیعات من هذا التوع- 
تسمى « توزیعات مقيدة ٭. وفیما يلي تعريف لهذا النوع من التوزيعات . 


افرض ان 4 تمشل الدالة التوزيعية للمتغير العشوائي ( او المؤشر 
Ү, е.‏ زاو د . وافرض أن Fey)‏ تمثل الدالة التوزيعية الى 

. فاذا کان im F,(y) = F (ур‏ لاية قيمة مخصصة | الى لا مثل ؤ 
بحیث ان ہر عند y‏ تكون ستمرة وقابلة للاشتفاق gas‏ يقال ان 
المتغير العشوائي ( أو المؤشر الاحصائی ) Y,‏ يمتلك توزيع مقيد وان الدالة 
التوزيعية له مي ч‏ 


مثال (۷): : افرض أن у‏ يمثل الوسط الحسابي لقیاسات عينة عشوائية قوامها ہ 
مسحوبة من (0,1) ОМ‏ وو ٰ ,۵ dbx  )‏ 
8 











һо = | dio 2" dx ; هه‎ < x < 6 
-® J m 
وبفرض أن‎ 
РЕК 7 dz 
2 = وال‎ iots —= > бк = —— 
М د‎ n 
Jna فاذن‎ 
1 تو‎ 
в ( —— ۶ dz 
=. J 2® 


تمثل دالة توزيعية وان lim Е,(х) = Р(Х)‏ عند اية نقطة 
استمراربة الى р(х)‏ عدا ШЙ‏ 0 = × التي عندها يكون 
lim F,(0)# ۴ )٥(‏ عليه فان المتغير العشوائي ,× يمتلك توزيع مقید بدالة 
توزيعية (5)' لكنه توزیع غير متولد ( اي لم نحصل على دالة احتمالیة بدلالة 
(x‏ وان كل الاحتمال الممكن قد اقترن بنقطة واحدة فقط هي 0 = 5 . 


مثال A)‏ افرض ان لیت ×× تمثل عينة عشوائية من توزیع 
منتظم مستمر على الفترة (0,)0,8 < 8 . وبفرض أن Y, = Max (X;)‏ 
i= 1,2,....n‏ وان دالة الکثافة الاحتمالية الى ,¥ هي ,8 > ر>0. 
نشی = (۷) ,8 . وافرض ان Же. 27 = ۸)0 - Y)‏ وباستخدام 
اسلوب التحویلات يمكن ملاحظة ان دالة الكثافة الاحتمالية الى ,2 هي 

9-0۳۱ 

h.(Z) = оа چو‎ 
e 

إن الدالة التوزيعية للمتغیر ,± هي : 
z (0—z/ny"1 Ë‏ 

6,2) = — dz 


0 6 
п ۱ )- ۳ |‏ 
تد n‏ 0 5 
СЕ)‏ 
6 > 2 > 0: س Í — l-‏ = 
nê‏ 
ويتضح من هذه الدالة ان : 
ات G(z)=0‏ 


а. 


: عليه فان‎ 
۱ ( - Í 
lim G,(z)= lim 1-11 25) | 


nê‏ وښ و سور 


E 


oO‏ ہم 








z/0 Y 
= 1 - lim i- 


s> о n 


= 1e ° ,z>0 
= G(z) 
: ویتضح أن‎ 
lim -(2)ت‎ 0 ,2 > 0 
وہ مو‎ ۳ 
= 1-е هحم"‎ 
وان‎ 
G(z) = 0 ۶2 > 0 
= l-e ° ,2 < 0 


ومذا يعني أن )002 ستمرة Ü‏ وان lm G,(z)=G(z)‏ 
. عليه فان z‏ يمتلك توزیع مقید بدالة توزيعية (6)2 وبذلك فان 
التوزیع المقهد الى ,2 هو 
- 1 )2( 46 


اح سي s=‏ 


کک 


وهذا يعني ان التوزی القيد الى ,2 هو توزيع اسي بالعلمة سے . اي انه 
توزيع متولد . مع ملاحظة ان التوزیع القید لمتغير عشوائی ( او مؤشر احصائی ) 
ليس بالضزورة:إن٠‏ يكون: موجود دائماً . فقد نحصل على توزيع مقيد او قد لانحصل 
عليه и. ٠۰‏ 


واذا كانت des Ye ۲۳:7 Ye‏ سلسلة .من التغیرات العشوائية , عندثز 
يقال ان للمتغير يلا . مثلاء توزیع محاذي Asymptotic distribution‏ اذا 
کان‌توزیع ,۷ مساو تقریباً للتوزیع الحقيقي الى ,۷ عندما دہ + «. فمثلاً اذا كان 
فان ,× بمتلك توزیعاً محاذيأ هو توزیع طبيعي بوسط ‏ وتباین 62/5 عندما 
n‏ تکون كبيرة . ان التوزیع الحاذي قد یعتمد على حجم العينة n‏ في حين ان 
التوزيع القید لا یعتمد АЫ‏ على n‏ بسبب اختزالها عند اخذ الفاية im‏ .. 

اما مفهوم « التقارب التصادفي » فله علاقة بفهوم التوزیعات المقيدة . وسوف 
نكتفي بعرض تعریف وخصائص هذا الفهوم . 

افرض ان (۳,)۷ تمثل الدالة التوزيعية للمتفیر العشوائي (او الؤشر 
الاحصائي پا А) Y,‏ .یفترض ان توزیعه الاحتمالي يعتمد على حجم العينة ۵ . 
لیکن с‏ ثابت لايعتمد على n‏ . عندئذ يقال ان Y,‏ متقارب تصادفياً من الثابت 
© اذا وفقط اذا کان , | 

0 1- [ه >۰۱-,۷|].ظ lm‏ 

وان 


۲ 0۰ <ع #۷ 20 [ع < اه - lm P[|Y‏ 


пэ w 


Etu‏ فستنتج انه عندما يكون التوزيع الفید لتفیر عشوائي مثل ,لا غير 
Илл‏ یقال ү,‏ متقارب تضادفیاً من الثابت © الذي يمتلك احتمالاً 
قدره واحد . ففي الثال (v)‏ من هذه الفقرة لاحظنا ان ,× تقارب تصادفیاً الى 
الصفر ( وهو متوسط التوزیع الطنيعي الذي سحبت منه العينة ) بحيث ان الاحتمال 
القترن بهذه النقطة کان I Л‏ ` 


tay 


مثال (۹): افرض ان X,‏ يمثل الوسط الحسابي لعينة عشوائية مسحوبة من 
Жм. Мо?)‏ فان (ه/ e?‏ یم) سه يلا ОЎ.‏ بفرض ان ¿a>0‏ 


е 


PEIX, - д2] = В, [IX - «|> ا‎ 3 


n 3 


وحسب متباينة تشیبیشیف فان هذا الاحتمال اقل من او يساوي 2 / و . فاذن 


ыл ko 1 в?‏ چک 
seie | |, ара |=‏ 
оул‏ 


к? ne? 


عليه فان , | 





IA 


lim 


п ° 


وهذا يعني أن : 





اي ان X,‏ متقازب تصادفیا من بر 





مثال ( ٠‏ ): افرض Үе (в Paol‏ 3 بین ان " 
عدد حالات النجاح ) متقاربة تصادفياً من кеё р‏ 8 


العل : افرض ان دم ОЎ.‏ 


مک )»لاک کد 


n 











>: | JEY, = nP. 














وحسب متباينة تشیبیشیف فان هذا الاحتمال اقل من او يساوي 








( 3 ) = 
= = PV чын = —— 
دد دد‎ wS ےو‎ ñ 
فاذن‎ 
Y, Ра 
p| | الك‎ "<5 — 
n ne 
عليه فان‎ 
Y Pq 
lim 3 X ء | مج | و‎ im — = 9 
n E 8 





. P يعني ان ۷,/۸ متقاربة تصادفیامن‎ May 
« ان مفهوم 2 التقارب التصادفي * پسمۍ في بعض الاحيان » التقارب بالاحتمال‎ 
: وبالرموز فان‎ . Convergence in Probability 
P 


= مس ا 
n ¬ ow‏ 


اي ان Y,‏ يتقارب بالاحتمال من عندما مہ пә‏ .ومن اهم خصائص 
التقارب بالاحتمال مایلی . 


аА Р 
Хдр X, ,لار وین‎ —— b اذا كان‎ 
n> осо n= о 


أس ان 


Р 
X, + Y ھب‎ 
пэ 6 


+44 


ب س أن 











P 
X,- Y, >a. جا‎ 
n= 00 
چ ان‎ 
X, P a 
و‎ — ;b # 0 
Y n>% b 


٥ ٢-۸٨‏ : دوال تولید العزوم المقيدة 
Limiting moment generating functions‏ 


سبق وان ذكرنا ئي الفصل الثاني لدی دراستنا لوضوع الدوال الولدة للعزوم بانه 
اذا كانت الدالة الولدة لعزوم متغير عشوائی موجودة فهي دالة وحيدة وتشخص 
التوزيع الاحتمالي لذلك التغیر . وفق هذا الفهوم فانه يمكن Шы‏ استنتاج التوزیع 
الاحتمالي المقيد لمتغير عشوائی اذا علمت الدالة الولدة لعزومه القيدة (اذا كانت 
موجودة 7 


افرض ان Y,‏ متغير عشوائي ( أو موشر احصائي ) بدالة توزيمية F,(y)‏ تعتمد 
على n‏ وبدالة مولده للعزوم مثل Meta)‏ . التي تعتمد على n‏ ایضا , موجودة 
لجمیع قيم t‏ العرفة بالفترة hh)‏ - ),0 < ۵ . عندئذٍ اذا كانت هنالك ¿Jo‏ 
توزيمية مثل F(y)‏ ودالة مولده للعزوم مثل M(t)‏ للمتفیر ۷ معرفة عند 
(д‏ ۲ > رط > |:| بحیث أن lim M(t;n)=M(t)‏ عندئذ فان Y,‏ 
سوف یمتلك توزیع مقید بدالة توزيعية КЕСУ)‏ 


وبهدف توضیح هذا الوضوع تأمل الفاية التالية التي يرد ذکرها في بعض مصادر 
الریاضیات التقدمة ‚ 


lim |+ — + (п) | 


пә © n 


حيث أن ابه كميات لاتعتمد على n‏ وان (8)8 دالة في n‏ بحيث ان 
ло. lm g(n)=0‏ : 


n— o0 


٥ 





8 п ъл а اا‎ 
ња [106200] = im [1+ 2] 
8 8 n 


п 0 n— со 
ъа سات‎ 1 ba |" 
= im 1+ — = lim 1 + — ;т = bn 
وہ کور‎ bn тоо т 
= عم‎ 


مثال ۱۱۱ ) : افرض ان الدالة الولدة لعزوم متغير عشوائي Y,‏ هی 
2 3 2 5378 8 
١ t + кыс‏ = (8 ,1) 1۷ . جد التوزيع القید الى Y,‏ 
n ny n‏ 


"الحل :*بالقارنة مع الغاية اعلاه نجد ان , 





t ۰ 
,سے‎ lim ع رم‎ 0 
Мп паа # (п) ۱ 
فان‎ - 

Е 


: 2 O 2 
lim мау = ша [1+ 4 اجار‎ 
n n 








wak مور‎ со 
2 2 
= Шт pig ات‎ 
دم‎ 8 
۱ کے ور‎ 
= lim 1+. | 2 
2و وت‎ 
02 5 
= lim а а dad = M(t) 
тэо т. 


لاحظ أن M(t)‏ هنا تمثل الدالة الولدة لعزوم N(0.1)‏ وهذا يعني ان 
التوزيع المقيد الى ,۷ هو N(0,1)‏ - , 


tas 





Ја‏ (؟ ): افرض ان Ь(п,р)‏ ح ,۲ وان ¿=np‏ حيث ان 4 قيمة 
ثابتة لاية قيمة مخصصة إلى п‏ جد التوزیع القید الى ,۷ ٠‏ 


الحل : حيث ان (م,8)ط ~ بلا فاذن 


M(t,n)=(q + pe)" = (1 - p + pet) ۳ 
عليه فان‎ p = لکن وروت ۸ نازخ کے‎ 
п 


( À Де ү 
M(t,n) = | 1 - + 
` n 


n 


А 
< | 1+ )تب‎ -1( 
п 
а 3 
= | 1+ — :3 = 4)© (ا‎ 
п 


5 n 
lim M(t,n) = lim (1+ =°) = е 
n 


по مه‎ 


= لل‎ = M(t) 


لاحظ هنا ان M(t)‏ تمثل الدالة الولدة لعزوم توزيع پواسون بالعلمة 4 . 
فاذن نستنتج ان التوزیم القید الى ,۷ هو توزیع پواسون بالعلمة 2 . وهذه تمثل 
طريقة اخری لبيان ان توزیع پواسون هو توزيع تقاربي من توزیع ثنائي الحدین . 


مثال ( ۰0۱۲ افرض ان ,¥ يتوزع کتوزیع ثنائي الحدین السالب بالعلمتین 


" 0 
p,n‏ بحیث أن 8 قريبة جدأ من الواحد . وان ل = قيمة ثابتة لاية قيمة 
مخصصة إلى n‏ . جد التوزيع القید الى ,۷ , 


үү, P‏ الاحصاء الرياضي بای 





Jasi‏ + حیث أن Nb(n,p)‏ ہ لا فان 


P 1 1 
уку ге ;q=1-P,qe >1 
M(tn) ( د‎ qe 


ТК (0, в) = log (бы | 3 = n[logp - 1 = 001 


وبشکل عام وحسب متساسلة تایلر فان , ع - 1 
т‏ 3 2 
чы‏ ع عه пе‏ کی ا 
واستنادا لهذه التسلسلة فان , 
g а? q”‏ 
ےھ اک ا e‏ مر سے 747- = log p = log(1 - q)‏ 
وان 


1 1 
...— كهتني کو و یت - فو - = log (1 —qe')‏ 


1 
ков) att- D+ ہس +)1 وسو‎ | (ж) 


nq ۳‏ 
وحيث ان سے سے ړ 


д 5 А 3‏ 
فاذن Ар‏ = اوبالتعویض عن هوي ж)‏ ) نحصل 
له 2 n‏ ( 


22 А? را‎ 
7 (е ات‎ 1( + x: (ез 5 1) 


...+ 
فاذن 








1 (t,n) = ۶ - جچ(1‎ 


нш K(t,n)=4(@ - 1)= K(t) 


п زه‎ 


эм = 69 = ме 
تمثل الدالة الولدة لعزوم توزیع يواسون بالعلمة 4 . فاذن‎ M(t) لاحظ ان‎ 
. 2 هو توزيع يواسون بالعلمة‎ X, نستنتج ان التوزيع القبد الى‎ 
АА 


تمارین الفصل الثامن 


سس 


۰۱۶ جد حجم المينة الطلوب سحبها من مجتمع توزیعه )9 МОВ‏ لفرض 
تقد یر Р‏ بحیث ان احتمال الفرق الطلق . بين BX‏ لایزید عن 
8 , لایقل عن 095 , 
۰۲-۶ أفرض ان (10:9) کت . جد эй‏ الاعل لاحتمال J‏ 
s‏ - مدا j |X‏ قارن هذا الاحتمال مع الاحتمال الحقيقي لحدوث 
الحادثة o}‏ - پر < | х=‏ 


А)‏ أفرض ان )1000,05( ~ X‏ . جد الحد الاعلى لاحتمال ان 


!Х- пр} > 0‏ ثم قارن هذا الاحتمال مع الاحتمال الحتیتی 
لهذه الحادثة . 


t 4‏ لیکن X‏ متغیر عشوائی Фә‏ وفق دالة التوزيع النتظم على الفترة 
NE‏ 3 ).جد الحد الاعلی لاحتمال‌ان 36/2 < {х-н}‏ 
ثم قارن هذا الاحتمال بالاحتمال الحقیقی لحدوث هذه الحادثة . 

٥ -۸‏ :لیکن X‏ متغير عشوائی بحيث ان 3= 13,2 = EX?‏ جر الحد 
الادنی الى )8< ×۶ > 2 -) 2چ 

۸- ٦ء‏ افرض ان X  Gamma(24)‏ وان X‏ يمثل الوسط الحسابي لعينة 
عشوائية قوامها 8 مفرده مسحوبة من هذا التوزیع . جد قيمة تقريبية الى 

P.(1<X<9) 

۸- ۷ : افرض ان )40002( X ~ b‏ . جد قيمة تقريبية الى )025 > .P (X / n‏ 

A -۸‏ افرض ان X‏ يمثل الوسط الحساپی لعينة عشوائية مسحوبة من توزيع کاما 
بالعلمتین 48 . بین أن التوزیع القید الى الدرجة العيارية Z,‏ 
القابلة ای x‏ هو(,0) (. 


۸- ۹ : لیکن )1,8( X ~ Gamma‏ حيث ان 8 لاتعتمد على 8 ء وافرض أن 
× = لا . جد التوزيع Зад‏ بل 


taa 


٨‏ ۱۷ء افرض ان X,‏ يتوزع کتوزیع پواسون بالعلمة п‏ وافرض ان 
Y, (Х,а) n)‏ . بين ان الدالة الولدة لعزوم Y,‏ تتقارب من 
الدالة الولده لعزوم (0,1) N‏ ۰ 

۰۱-۶۸ اذا كان X‏ يتوزع كتوزيع پواسون بالمعلمة 100 = 4 . جد قيمة تفريبية 
P (85 > X < 110)‏ . 

۰۱۲-۸ افرض أن 82 یمثل التباين لقياسات عينه عشوائية قوامها 8 مسحوبة من 
( 62 ,بر N‏ برهن ان 1 - ۸ / 252 يتقارب تصادفياً من а?‏ . 








سرت ۵۲ 


المعاينة من مجتمع طبيعي 


وتوزيعات المعاينة 





الفصل التاسع 
المعا Да‏ من مجتمع طبيعي 
وتوزيعات المع ينة 


Sampling from Normal Population 
& Sampling distributions 


لاحظنا في فقرات الفصل الثامن مدى اھمیة ودور التوزیع الطبيعي في تطبیقاتِ 
النظرية الاحصائیة . ان مبرهنة الغاية المركزية كافية لوحدها اثبات دور هذا 
التوزيع من خلال ملاحظتنا ان كافة التوزيعات الاحتمالية متقطعة كانت ام 
مستمرة تتقارب من التوزيع الطبيعي عندما يكون حجم العينة كبير . في هذا الفصل 
يبرز دور آخر مهم لهذا التوزيع وهو امکانیة اشتقاق توزيعات احتمالیة اخری ذات 
أهمية تطبيقية كبيرة تسمى « توزيعات المعاينة » التی تفترض مسبقاً وجود معاينة 
من توزيع طبيعي . ان أهمية توزيعات المعاينة تبرز وبشكل واضح عند دراسة 
موضوعي اختبار الفرضيات الاحصائية وبناء حدود الثقة ( او فترات الثقة ) لمعلمة 
( أو مجموعة معالم ) معينة . هذه التوزيعات تشترك بميزة واحدة هي ان معلمة 
( او معالم ) دوالها الاحتمالية تسمى درجات الحرية degrees of freedom‏ . 


Chi- Square distribution توزيع مربع كاي‎ ١ А 
: دا تعریفا‎ ١ 9 


لیکن ۷ متغیر عشوائي ( او مؤشر احصائي ) ذا توزيع (7ه, N)‏ . وذلك 
يعني ان (0,1) لا نه и)/о‏ -۷ )ع عند 3 يقال ان 22 يمتلك توزيع مربع 


ES: 





كاي بدرجة حرية(ه) واحدة. وبشكل اکثر عمومیة وبفرض ان 

Y,‏ ...د ولامتغيرات عشوائية مستقلة بحيث ان М(щ,о%)‏ ہ ۷ فان 

 )۷ д) Ге ~ N(0,1)‏ وان 27 سيتوزع كتوزيع مریم کاي بدرجة 
ps‏ سی کے Sad‏ سک وو ول مرت 2 

حرية واحدة . وعندئذ يقال ان " " ©, متغیر عشوائی يتوزع كتوزيع مريع كاي 

ب n‏ درجة حرية . وكما سنلاحظ من الاشتقاق التالی فان توزيع مربع كاي يمثل 

حالة خاصة من عائلة توزيعات UW‏ عندما 8/2 = »,2 - “В‏ 


٢ 1١5‏ : اشتقاق دالة توزيع مربع كاي 


.يمكن استنتاج دالة توزيع مربع كاي باستخدام اسلوب الدالة المولدة 

للعزوم وكمايلي . افرض أن ,2,... , 2,2 متغیرات عثوائیة مستقلة بحيث 

ان ...,1,2 = زر  )0:1(‏ ~ پوافرض ان My(t) ох = yz‏ 
ایت 

تمثل الدالة المولدة لعزوم X‏ وان هذه الدالة موجودة لجميع قيم t‏ المعرفة في الفترة 


(ط,ط - )0 < وذلك يعني ان . 


) 2 7% 2 
M, (1) = Бех = Fe ЕЕ, n بت‎ 


(w)‏ :لابد لنا من اعطاء توضیح لمفهوم درجات الحرية کونه سوف يتكرر کثیرا في الفقرات اللاحقة . لکن 
Х,,Х,,...,Х,‏ قياسات عينة عشوائية قوامها n‏ مسحوبة من مجتمع احصائي . وليكن × یمثل الوسط 
الحسابي لھذہ القیاسات . كما هو معلوم فان0 = (× - ,× ) < کاحدی خصائص الوسط الحسابی BU‏ 
كان معلوم لدينا )1 - (n‏ من هذه الانحرافات فان الانحراف الاخير سیتحدد ШАЙ‏ . وذلك يعني اننا 
« احرار < في انتقاء )1 (n‏ من هذه الانحرافات « ومقيدين » في انتقاء الاخير. فيشلا اذا كان حجم 
المينة هو 5 متوسطها هو 4 ومعلوم لدينا اربعة قياسات Ый‏ هي 2,34,5 فان القياسة الاخيرة يجب ان 
تكون المدد 6 لاغيره الذي يجمل مجموع الانحرافات عن الوسط مساو للصفر . من هذا المثال البسيط فان 
عدد درجات الحرية المتاحة هو 4 = 1- 5. وعلی نحو اکثر ملائمة أن عملية فقدان مفردة واحدة ناجم 
عن قيامنا بتقدير متوسط هذا المجتمع ۸ من خلال حساب X‏ اي ان × اصبح قيدأ مفروضا على هذه 
المينة , لذلك فان عده درجات الحرية في هذه الحالة هو эле‏ مفردات المينة مطروحاً منه واحد . وبشکل 
عام أذا کان عدد مفردات العينة ( أو عدد المتغيرات المشوائية المستقلة ) هو п‏ وهنالك ,من التقد يرات 
اامستقلة المطلوبة من هذه العينة ( قيود على العينة ) فان درجة الحرية المتاحة ھی )م ت اي 
بشرط ان م > .K‏ 


۵٤ے‎ 








وحيث أن ,2 متغیرات عشوائية مستقلة فان : 


: فاذن‎ Z ~ N(0,1) لکن‎ 











1 25 ویوس وړګو نے‎ 1 ٨ ELE 
= —— е? dz, = € 2 (1-21... (9) 


ar هد"‎ Мт -e 
لکن وبشکل عام لاحظنا ئي موضوع التوزیع الطبيعي لمتفیر عشوائي مثل × أن ؛‎ 





| )سل په‎ ) dx = J ع2‎ o (а) 


و بتشیه (ж)‏ مع (жж)‏ نلاحظ ان : 
27 1) = 0,02 = ہیر 
Мв,‏ يعني ان 


7 1 7% 5-6 
| е 2 (1-2)! = /2л({(1—-27) 2 


=m 


EN‏ 2 )1-0( = سی 
تج 5 n‏ 
2t) ®=(1-2) 2‏ -1) 1ا My(t)=‏ 
ist‏ 
والصيغة الإخيرة تمثل ЖЫЙ‏ المولدة لعزوم توزيع UW‏ بالمعلمتین - بهو 
7 2 
2= فاذن : 


2-6 


۹ ده 


به یہ 1 2 
(э: а) ж 2 jE> ê‏ 
о)‏ 
282 ان ا 
2 
أن الدالة الاخيرة تسمى دالة توزيع مر بع كاي ب و درحة حرية , ویلاحظ 
انها حالة خاصةمن توزيع کاما . واستناداً لما تقدم يمكن صياغة تعريف متكامل 
لتوزیع s‏ . كاي وفق الاتي . 


يقال ان المتغير الەشوائی المستمر X‏ يتوزع كتوزيع مربع كاي ب « درجة 
حرية اذا كانت دالة الكثافة الاحتمالية لهذا المتغير هی , 


اتوہ 1 5 
екп) = —— x е 8‏ 
ور[ ےج 
عدد موجب صحیح : و 2 
other 6‏ 0 = 


أن الترميز الشائع لهذا التعريف Хо‏ 
والشكل (5- ١‏ ) يوضح مخطط دالة هذا التوزيع عند درجات حرية مختلفة . 


ميس 
Je)‏ 














8 ٢ے‏ * : الدالة التوزيعية لتوزيع x‏ 

هنالك صيغ عديدة للدالة التوزيعية لتوزیع Z‏ تتباین فيما بینها من حيث 
الدقة في تحديد القيم الجدولية لهذا التوزيع . وفيما يلي عرض لصيغتين من هذه 
الصيغ : 

الدالة التوزيعية باستخدام توزيع يواسون . 


Е POE „Ал 
Ре x Хоу بفرص ان‎ 


«عدد زوجي بحیث :2 = ۸ , 21-6 Е(х)‏ 


' 
өх 
+ 
1 
تم‎ 
x 
- 
кә 
بب‎ 


x ((‏ لهج 


= 1-е 


5 3 
ز‎ < 0 р 
Сз 

2 


«عدد فردي بحیث 1 -2حه. وان ( x‏ )۵ تعني الدالة التوزيعية الى( 0,1) 24 
اک Z=,‏ 


eP, (X > 111433) جد‎ X ~ tia اذا علمت أن‎ )١( مثال‎ 


الحل : 


حیث أن n‏ عدد زوجي وان 2 = Адет‏ فان 


11-1433 
(111433 / 2y 








= 1 
Е(111433) = 1 - © 2 у 
1=% j! 


= 1 557165 {1 + 557165) = 09750002 = 0975 


гу 





مثال )٢(‏ : اذا علمت ان ری ~ X‏ جد )267146 > ҮР,(Х‏ 


: الحل‎ 
عليه فان‎ т = 3 عدد فردي وان‎ В حیث‎ 
۳ 1 (26746/2) ۶ 
F(26146)=1 -e ? -È Ñ 
ز٥‎ К 
r+) 
9 


2-6 








2(1 - ۵) / 26746(( 


= 1 — e7 13373 ( 13048765 + 11633411 ( — 0101 


حيث ان 5 = ( 26746 ( © فاذن 025 = 02509606 = ) 26746( F‏ 


الدالة التوزيعية باستخدام تقریب 11166۳17 - Wilson‏ 
ам‏ کل من Wilson - Hilferty‏ عام ۹۳۱ التقریب التالي لحساب الدالة 
التوزيعية لتوزيع تر 


TE Ср 


حیث n‏ تمثل عدد درجات الحرية و« قيمة معطاة إلى X‏ وان ФС)‏ تعنی 
الدالة التوزيعية في(1 ,0) .N‏ فمثلاً اذا کان Хе‏ فان 


+ 1 
Гу 114433 À ° 2 36 \ 2 
F (11-1433) = © |. 7 و و‎ . 8 


= Ф { 13027847 } = 0975. 





өд 





وعلی اساس ألدالة التوزيعية ( وفق ایة صيغة كانت ) تم تكوين جداول خاصة 
بهذا التوزیع تبين <š‏ ېړ النظرية عند احتمال متراكم معين بالاستناد لعدد 
درجات الحرية n‏ ( لاحظ الجدول ٦‏ ملحق ب ). فمثلاً قيمة 2 النظرية عند 
درجة حرية 10 التي تعطي احتمالاً متراكماً مقداره 005 هي 39403 , او أنها 
قيمة × النظرية التي تجعل 095 = )39403 > P, (Z°‏ كذلك فان الرمز الشائع 
لقيم *2 النظرية هو (а)‏ 2 اي قيمة ۸٩‏ النظرية عند درجة جرية م 
ومستوى معنوية а‏ اي انها تلك القيمة من قيم ”× المعرفة في الفترة оо)‏ ,0( التي 


1 > »> 0ه - 1= ((ه) وزی تر) =a, P‏ ((ه) رج P,‏ 


فمثلا قيمة (27)005 ھی 599146 بحيث أن : 
P, (x? > 599146 ( = 0:05 , P, (x? < 599146) = 095‏ 


والشکل ( ۲-۹ ) يوضح ذلك : 





0 5.99146 5 


الشکل (۹- (v‏ توضیح لحساب (005) 22 





١-٥‏ : الدالة المولدة لعزوم توزیع "بر 
لاحظنا في الفقرة ( ۲-۲-۹ ) ان توزیم 22 هو حالة خاصة من توزيع کاما 
عندما سس »,2 = 8. وهذا يعني انه يمكن وبسهولة استنتاج عزوم هذا التوزیع 


بمجرد التعويض عن »,ثم ہما يساويهما في Бе‏ عزوم توزيع US‏ 
وکما هو موضح بالجدول التالي : 





×” ы» US الصيغة المطلوبة  توزیسم‎ 
)1 - ۵2+ )1- (۰ M, (t) 
n а. В ЕХ الوسط‎ 
2а а. В? У(Х) 

1 r Z +r ) 
2. 2 Г(@+г) 

2 سی‎ Tea EX 

ا 
2 


ویلاحظ من الجدول السابق ان الوسط لتوزیع مربع كاي یتمثل بعدد درجات 
الحرية للتوزيع في حين ان تباین هذا التوزیع هو ضعف عدد درجات حريته . وهذا 
يعني أن متوسط هذا التوزیع هو دائمأ اقل من تباينه . 


٩سا‏ ه : خاصية الجمع في توزيع یز 
افرض ان ہلت یل متغيرات عشوائية مستقلة بحيث أن 
3 
X, - Дар‏ عندئذ فان Y= У хе.)‏ 
1= 


i=] 
09 


LAN 











البرهان : افرض ان الدالة المولدة لعزوم Y‏ موجودة,فادن 


k 
M, (t) = Ee = Ee ХХ 


k 
= H M, (t) 
1 < 1 
لکن‎ 
الا ین‎ 
My(t)= (1-2) 2 
فاذن‎ 
k x 1 
1 سے کی‎ — п, 
M(t) = H (1-2) =(1-—2) 2 
=1 


М] = 


ويلاحظ ان الصيغة الاخيرة تمثل الدالة المولدة لعزوم توزیع № ب ,8 
3 


درجة حرية فاذن پر نہ بر Y= у‏ 


ы‏ دود 


izi 


3 


1 


Sea‏ اذا کان رنه ,× Хо Xa ~ en‏ وان هذه التغیرات 
Kej t: S 1‏ مک 5١۱‏ رگ 

مستقلة تصادفیاً X, + X, + X, ~ Xiz) Жоо‏ = ا 

0 المتوال ونقاط الانقلاب في منحنی دالة توزیع‎ : ٦ ے١‎ A 


لاحظنا لدى دراستنا لتوزیع كاما أن المنوال کان قيمة × المساوية الى 
)1 - 0)8 .الان يجعل n/2‏ = »,2 م نحصل على صيغة المنوال في توزيع 


ٹر وهي 2 n—‏ = وان 


СЫА 


Мах. (х) = ])2([ و وی‎ п 
3 


2۱ 











كذلك يمكن البیان ان المنحنى دالة هذا التوزيع نقطتی انقلاب تقعان على بعد 
متساوي الى يمين ويسار موقع المنوال . هاتين النقطتین هما , 


x= (n—2)+ 4 2(n — 2) 





= Mode + 4/ 2. Mode 


والشکل (Т-А)‏ يوضح موقع المنوال ونقطتي الانقلاب . 


fe) 





0 X. п- 2 х, 


( الشكل (4- (r‏ توضيح لموقع المنوال ونقطتی الانقلاب 
في منحنى دالة توزیع مريع كاي . 


. × الالتواء لتوزیع‎ : ۷ ۱١-۹ 
وان تباینه هو م2 وان‎ n لاحظنا مما تقدم ان متوسط توزیع مریع كاي هو‎ 


المنوال 2 - و . وهذا يعني ان معامل التواء هذا التوزیع وفق هذه المعطیات 
هو يعني 
هو : 


و 














mean — 6 n—(n-—2) 


Sk = مهو و‎ = J > 0 
~ variance ۸۸2 п 





. يعني ان منحنی توزيع مربع كاي هو دائما ذات التواء موجب‎ Mas 
: كذلك فان‎ 


E 
іт S, = lim — = 0 
n 


n> о п с 


Mas‏ يعني انه پزيادة эде‏ درجات الحرية يبدأ منحنی دالة هذا التوزیع بالاقتراب 
من حالة التمائل . وسوف نبرهن في الفقرة اللاحقة ان توزیع مریع كاي یتقارب من 
التوزیع الطبیعی Lae‏ م + n‏ . لاحظ الشکل :)4-٩(‏ 





الشكل ( ۹- )٤‏ . توضيح لاقتراب منحنی توزيع مربع كاي من حالة التمائل 


م / үе‏ الاحساء الرياضي 70 























۱-٩‏ ۸ : خاصية التقارب لتوزيع ?0 عتدما تكون n‏ عدد كبير 


لیکن mo Koli‏ إل /(و - ×) = 2 تمثل الدرجة المعيارية 
المقا بلة ال ‚х‏ عندئد فان Z< М(0,1)‏ عندما مه п‏ 


البرهان : افرض آن M; (t)‏ موجودة فاذن 


sa (=) 


M(t) = Ee =e fam لي‎ 2а 











فاذن 


| 


О, :‏ | 
و l1-‏ و رو یت - = (1) ۳ I‏ = (16)1 . 
2 ۱ 
1 > ہہ 4 
п‏ 


9\4 








п ( EA 2 МЕ, 0َ ۱‏ و 
و J т n n‏ - کو ES.‏ 8+939 ۱ 





حیث ان( )ني حدود لاحقة تتضمن n‏ في مقاماتها بقوی علیا . 
n‏ 





157 0 2 | 
s. (1)‏ .— + — = ()) رک 4 ۱ 
Ма ñ‏ 3 2 
t?‏ 
ل = ()) lim K,‏ 
2 23 وو مې 
وهذا يعني ان 
1712 
2 


lim و‎ (t) = e 


وسو 


والصيفة الاخيرة تمثل الدالة المولدة لعزوم [0,1) ۷ + وهنا يعني ان 
Z~N(0,1)‏ عندما о‏ ۾ اي ان توزیع مربع كاي بتقارب من التوزیع 


الطبیعی لدرجات حرية كبيرة . 

ان لهذه الخاصية اهمية كبيرة من الناحية التطبيقية . فهي تسمح باستخدام 
جداول التوزیع الطبيعي کبدیل لجداول توزیع مربع كاي ( التي غالبا مانکون 
منتهية بدرجة حرية قدرها 30 ) في حساب احتمال معين . وقد لوحظ عمليا انه 
عندما 30 < n‏ فان توزيع o‏ كاي يقترب من التوزیع الطبیعی وتزداد درجة 


6 














الاقتراب بزيادة عدد درجات الحرية . فمثلا اذا کان 


п > 30 , ~ Kin) 
: М2 


X- - 8 
ы < Š; (۶)۶ > 


в ( х‏ ره 
2n 2n‏ 

حیث(0,1) ۸ Z<‏ ان هذا التقريب لیس دقيق е‏ بالرغم من کونه يفى 

بالغرض المطلوب۔لذا فقد تمکن العالم Fisher‏ عام ۱۹44 بعمل تقریب اکثر دقة 


الموضحة صیفته بالاتي . 


حیث ان PL)‏ تعني WA‏ التوزيمية في З N(0,1)‏ اذا كان 
X~ зоо)‏ وتطلب الامر حساب )190 < Р(Х‏ فان ' 


P (X < 190) = ۵) 380 - ل‎ 399 ( = ۵) 048) = 03156 


×), ( قوزیع الدرجة المعيارية لمتوسط عينةمسحوبة من‎ : ۹ ۱-٩ 


افرض ان ,ىب رید لا تمثل قیاسات عينة عشوائية مسحوبة من مجتمع 
طبيعي بوسط В‏ وتباین аё‏ وافرض أن × يمثل الوسط الحسابي لهذه العينة . 
وگ کش با هو مع كوم فان | 
n J~ N(0.,1)‏ لام ری Vaz- (X‏ 
الناحیة التطبيقية فان 27 يعد مؤشر 


X< Ми, о/а)‏ وان 
يعني О‏ رنیرت 22 . من 


احصائي МУ‏ فرضية تتعلق بالوسط ۸ 
( المجھول ) عندما یکون تباین المجتمع معلوم او مقدر على اساس ane‏ عشوائية 
كبيرة الحجم . 


. ۷ توزيع تباین عينة مسحوبة هن رتو ,م)‎ : ٠860-1١-5 


افرض ان پک رو را تمثل قیاسات عينة عشوائية من Nipat)‏ 
وافرض أن X‏ يمثل متوسط هذه المينة وان و رو ç‏ 

S= Y (X 77 و‎ 
. يمثل تباینها‎ 


لح 
عندئذ فان روم تم / تو رو (а‏ بفرض ان X‏ مستقل عن 82 
9۹ 











البرهان : سوف نبرهن اول النظرية التالية التي تبين ان X‏ مستقل عن 82 ثم 
نعود للمطلوب برهلته في هذه الفقرة . 


مبرهنه : لتكن X X... X.‏ متغيرات عشوائية مستقلة بحيث ان 
X, М{(и,в?)‏ وان Zis Ziso Za‏ تمثل الدرجات المعيارية المقابلة لهذه 
المتغیرات بحيث ان ۸۱/۰ - ,×)= Z‏ وان N(0,1)‏ نہ2 وافرض أن 
R= Y )2, - 2#‏ عندئذ فان ۸ ستقل عن 2 
البرهان : حيث ان X,‏ ستقل عن X,‏ فان ,2 مستقل عن ,2 ايضأ. 

الان تأمل المصفوفة التالية А = {а}‏ ذات مرتبة пхп‏ التي عناصرها 





аһ = 

Тато О خی روک وی‎ wk 

аруу 2 وژ سس‎ Т 
۷ 3) +10) 


ووو نن > زر1 + [< 1 0 = 


Чг‏ اذا كانت هذه المصفوفة من مرتبة ې پر 4. اي آن ۾ ے مء فان مواقع هذه 
العناصر سب الوصف اعلاه ستکون کالاتي وفق التاشیرات الموضحة ازاء کل 
ад‏ 


2۷ 





HEH نذا‎ *# * 
A = 
LL تو عو‎ +$% жж * 
жай زرو چو‎ kkk * 
: اي ان‎ 
11) 11,6 1/12 2 
- 10/2 1/6 1/12 2 
А = o 2 
0 - 2 6 у 1/2 
0 0 - 31/12 1/2 


ويمكن وبسهولة ملاحظة ان المصفوفة ۸ متعامدة orthogonal‏ اي ان 
„ААТ = АТА = L‏ ونترك للقاريء بيان ذلك وفق المثال اعلاه.حيث ان ,1 
تعنی المصفوفة الاحادية identity matrix‏ ذات مرتبة ه. 


لیکن المتجه العشوائي W = ] W,W, ... WwW]‏ معرف بالشکل W = ZA‏ 
حیث ان [,2 ... ,2,2 ] Z=‏ اي ان التحویل 2۸ = W‏ يعني أن : 


| 0 1 یت 
W= Jn 2,۷۷ = 8 Ea 7‏ 
Vj(j+1) it‏ 


ويطلب من القاریء متابعة خطوات البرهان وفق معطیات المثال اعلاه . 
وحيث المتفیرات ,2,... ,2,2 مستقلة وان )0,1(№ نہ Z‏ وان ھ 


مصفوفة متعامدة فذلك يعني أن W,‏ ,... ,ر۷ , ,۷ ھی ايضأ متغیرات عشوائية 


مستقلة وان کل منها ذات توزیع N(0,1)‏ کذلك وحیث ان 


۸ 





WW! E ای‎ )2۸()2۸(7 = 2۸۸727 = урут — уут 
=1 


= رز‎ Z= J (Z,-Z+Zy = E ])2: -2(+ 2 
5 1 i=1 


Ш 
M= 


(2-2) + nZ? + 27 از‎ (Z-Z) 


1 і=1 


1 


(2-2) + 22. У )2- 2( و‎ 


i=j 


I 
ہم‎ 


N 


" п 2. 7 فادں‎ 
Z Wi= Y )2- Z) + nZ2 


іа i=1 





= 2 (z, =Z} +з 


іе 


k: = 2 ۸-1 
R= 8-278 = J د ور‎ уун 
i=1 


i=1‏ هغ 


وحيث حث ان 8 تعتمد على ورای .و في حين ان ыз Z‏ فقط 
у,‏ ایوس سم ; 
عن Z‏ وهذا يعني ان وف ان عن اہ i=:‏ 
نعود الان الى برهنة المطلوب في الفقرة ( (. 


البرهان : تأمل مجموع المربعات التالۍ ٢‏ د Q=‏ 


باضافة وطرح ж‏ داخل القوس نحصل على ٠‏ ۸ 


È (X, - u) = X-X) +(X- BP 


i= 1 š 


1 
М = 


У (х,- XF а(х рр 


iej 


1 


وبقسمة الطرفين على o?‏ تحصل على 
(EJ‏ کیت . (عب غ 


لکن وفق ماتقدم فان 





= Y ترس ٹ2‎ ,Z, = N(0,1) 
iei 


وحسب الفقرة ( ون کہ {А‏ فن 











ү. 7‏ 82( 
عليه وحسب خاصية الجمع في توزيع مربع كاي فان _ s ta ы,‏ و 
0 
یکون ذا توزيع مربع كأي ب (п-1)‏ درجة حرية. عليه فان 
هر 11۱ وهنا يقابل توزیع ۸ في النظرية السابقة حیث 
nrt)‏ ۳ : 
Я n-i‏ 
لاحظنا ان R= у Wi‏ قد توزعت كتوزيع Z‏ ب(8-1) درجة خرية 
i=1‏ 


بسبب أن м, N(0,1)‏ 
وبفرض أن 1 - م ح س «Жо o‏ 


2 
m mS 


مت 7 تست £ ته 


( mS? ) e хе + 
в? 





2 
m 
2 
(2) ў _ — А 
اع سا‎ аа ١ ۶ لح‎ 


.کو 














كذلك فان : 





Є o 
ES =g 
وان‎ 
(n — 1)S2 (n - 1) 
Кол S m 
0 G 
2g 
ЛУ(8?) = گے‎ 
a 


۱١ ۱ ۹‏ : استخدامات توزیع 7 


لتوزيع مربع 55 استخدامات كثيرة في تطبيقات النظریة الاحصائية في 
الجوانب العملية نذکر بعضا منها دون اللجوء الى تفاصيلها : 


' أل اختبار فيما اذا كان تباین مجتمع طبيعي مساو لقيمة معطاة مثل .۰ 


ب - اختبار حسن الطابقة soodnessoffit‏ أي اختبار الفرضية القائلة بان 
" قیاسات عينة عشوائیة قد سحبت من مجتمع ذي توزبع احتمالي معين ` 
جا_ اختبار الاستقلالية بين الصفات او مايسمى في بعض الاحیان اختبار جداول 

التوافق . 

د اختبار تجانس عدة تقدیرات مستقلة لتباين الجتمع *و. . 

ھ - اختبارتجانس عدة تقد یرات مستقلة ЫШ‏ الارتباط في الجتمع . 

و اختبار وجود ازدواج خطی - тшцсоШпеагйу‏ بين التغیرات الستقلة في 
نموذج انحدار خطي متعدد . 

زب پناء حدود الثقة لتباین الجتمع 2م . 


مثال ( ۴ ) : اذا کان хед,‏ ۔ برهن أن )7301 Z= JX‏ 


ون 






































1 dx 
Z = کال‎ Xs Z= | — | 22:0 موم‎ 0 
dz 
كذلك فان‎ 
1 نے 1 کا ات‎ 
f(x) = 5 x 2.۵ 2 وه‎ 2 - š 
۲) ( 2а ۸2, e 
2 
عليه فان‎ 
4х 2 ? 
يل (ماع‎ zs] اس مت‎ CE %02 
2? 
2 = 
glz) = е 2 و‎ < 0 
/ 2r 
:? 
1 жы 
= —— е 2 ;— مه‎ > z > 0 
\/ 2л 
к= لال‎ ~N(0,1) عليه فان‎ 


مثال )٤(‏ : اذا کان Хе,‏ وان IX‏ ے Y‏ . اشتق صيغة للدالة الولدة 
لعزوم ү‏ حول نقطة الاصل . 


الحل : 


أذ ض ان M, (t)‏ موجودة . وذلك يعني أن : 


oyy 


My (t) = Ee” = Бе”? ے‎ Eet _ Ex: 


5 
o WEY 
2 1 د و‎ e ۴/2 برق‎ 


X.X 
۶) 2 ( е # 
237 








8 
والتکامل الاخير یمثل تكامل کاما بالعلمتین ‏ + -- > 28 > 8 وان قيمة 
п 2 +‏ 
هذا التکامل هي پت ای . عليه فان ؛ X‏ 


п 2 + 
My(t) = Г +t ۶2 


روف 











تمارین عن توزیع مربع کاي 
А‏ 


۱-٩‏ اذا علمت ان روت ہ X,‏ مستقل عن رون يلا . يطلب اجراء 
ما 

أ جد التوزيع الاحتمالي الى Y= ×, +X,‏ ثم ارسم مخطط دالة هذا 
التوز یع . 
ب _ جد الوسط والتباین ومعامل التواء توزيع يا ٠‏ 
چ اذ Р, )۷ <+) -Ar‏ ب P(Y>3)‏ , (6 > ۷ > ۲,)2. 
د جد قيمة yo‏ التی تحقق مايلي : 

. P. (Y < yo) = 099 У P,(Y > y,) = 005 


و ۲:اذا علمت ان و تسل . جد قيمة F(8)‏ باستخدام الاسلوبین 
الوضحین في الفقرة ( ۰-۱-۹ )۱۰ 


۳۰-۹ : افرض ol‏ لا یر متفیرات عشوائية مستقلة بحیث ان کل 
منها يتوزع وفق توزيع منتظم مستمر على الفترة (0,1) . وافرض أن 
р. Ë Xx,‏ برهن ان ماه - - + يتوزع كتوزيع مریع کاي ب 

і=1 


. درجة حرية‎ 2K 


٤ ۹‏ :اذا كان خر له X‏ برھن ان (1, J 2X > ۷)) 2n‏ = لوان 
мш 2= /2X - / 2n ~N(01)‏ 6 ده. 


٥ 5‏ : افرض ان ХХХ,‏ تمثل عينة عشوائية من NO03)‏ 
وان es Ya‏ ولا Yo‏ تمثل عينة عشوائية من N)» ٥)(‏ . وبفرض 
ان الجتمعین مستقلین وان ,52 هما الوسط والتباین للعينة الاوی 
وان SY‏ هما الوسط والتباین للعينة الثانية , وتحت الفرض القائل 
ان متوسط العينة مستقل عن تباینها يطلب اجراء مايلي : 


arg 





(n ~ 7 (љт = 1)52 


أ- اشتق التوزيع الاحتمالي للمتغير 2م л а?‏ 
ب - اشتق الحالة العامة للتوزیع الاحتمالي الى 2 في حالة وجود K‏ من الجتمعات 
الطبيعية الستقلة . 
۹ نا کان مہ ون سوا . برهن أن 
Y = ×, /(X, + X,)‏ يتوزع كتوزيع بیتابالعلمتین پر لے ےج , چم 3 В‏ 
2 2 


۹ ۷ء اذا علمت ان مک روگ میگ تمثل عینة عشوائية من Nàm)‏ . جد 
التوزيع الاحتمالي الى у (хар‏ پ. ثم جد الوسط والتباین 
للمتغير ۷ . 5 


ده 





.< ,توزیع ستود پنت اث — Student -t- distribution‏ 


يقترن مفهوم هذا التوزيع بالعينات الصغيرة ( تطبیقاً 30 > 8 ) . ويعد العالم 
الاحصائی W.S. Gosset‏ اول من كتب عن هذا التوزيع عام ۱۹۸ تحت اسم 
مستعار هو Student‏ ؛ في حين قام العالم الاحصائي R.A. Fisher‏ ( ۱۹1۲ - 
۰ ) بعمل اضافات نوعية لهذا التوزيع المهم عام ۱۹۲۰ . 
وكما لاحظنا في الفقرة (r =" A)‏ فان توزیع 
المتغیرات الاحص‌ائية مثل m „/п{Х-и)/е‏ ل (X-m)/‏ 
وغیرها توزست کتوزیع N)01(‏ عندما 
یکون حجم العينة کبیر الامر الذي سمح Ш‏ بامكانية استخدام جداول التوزیع 
الطبيعي . لکن ماتقدم غير ممكن في حالة العینات الصفيرة بسبب ابتعاد توزیع 
هذه التغیرات عن التوزیع الطبيعي الامر الذي يتطلب ایجاد توزيعاتهافي مثل هذه 
الاحوال . وفيما يلي عرض لطريقة فيشر في اشتقاق دالة توزيع t‏ . 








١-» -۹‏ : اشتقاق دالة توزیع ). 


افرض ان N(0,1)‏ نہ X,‏ مستقل عن Же. оз‏ فان النسبة 
Xain‏ لا = سوف تتوزع كتوزيع + بدرجة حرية n‏ وفق دالة كثافة 


احتمالية 
دش n+l‏ 
و ey‏ سی r‏ 
مه < t‏ < مو سے )= کیو = g(t)=‏ 
arl)‏ 
البرهان : 


ان التوزيع الشترك للمتغیرین X,,X,‏ هو 
f(x, x)= f(x). F(X»)‏ 


۹ 





М Х,а له‎ 8 


وحيث ان مقام النسبة ؛ . اي | كمية موجية ون ته x,‏ > مه - 
n‏ 
فذلك يعني ان م > 1> o‏ — وان 0 < 2 طالما ان 0 < رد . أن معامل 


التحويل ( جاكوبيان ) 1 هو : 








Ok, ё, ٴ2‎ t 
& dz 8 2 هول‎ z و‎ 
بيز‎ 1 ñ = - | کے‎ = J هدب‎ 
ё; ёх, | 0 1 0 n 
ôt 02 | | 
: فاذن‎ 
в(ї,®)=(х,,х,)] - || 
х=! س‎ 
п 
و‎ = 2 


очу 























الان باجراء التكامل نسبة للمتغير 2 يمكن الحصول على الدالة الاحتمالية 





الحدية للمتغير :. اي ان 
n+l‏ 
27 
")لاي а+1‏ 3 2 
٦ت‏ 255 :-)55(, f‏ چک ی = (ا)8 
r=)‏ 
V 78 5 °‏ 
ویتضح ان التکامل اعلاہ یمثل تکامل US‏ بالعلمتین 
1 7 2 
کو ا T E E‏ 
1 سا 
п‏ 


وبذلك فان ناتج هذا التکائل هو : 


nti 





O4 











عليه فان : 











( کت‎ ) ко 
Ë УЕ 12 2 ;— oo < t < م‎ 
лв) = پر ہے س‎ ) 
— n 
(5) 
V ал ; 


dy‏ هذه الحالة يقال ان ат)‏ تمثل دالة الكثافة الاحتمالية للمتغير العشوائي 
ا بدرجة حرية n‏ . وبالرموز یقال ان ا -E~‏ 

اذا كانت Í‏ = صقان 2 +1)ا رے(ا)2 والدالة g(t)‏ في هذه الحالة 
تمثل دالة توزيع کوٹی بالعلمتین و = و ,1 = ط . وهذا يعني ان توزیع كوشي 
هو حالة خاصة من توزيع + عندما 1 - 8 ۰ 


A‏ ۲-۷۲ : الدالة التوزيعية لتوزیم. 
لقد تم اقتراح العديد من الصیغ التقريبية الخاصة بالدالة التوزيعية لتوزیع t‏ 
تباینت فیما بينها من حيث الدقة في حساب قيم + النظرية ( اي تكوين الجداول 
الخاصة بهذا التوزيع ) . ونستعرض ادناه صيغتين فقط منھا وهي 
s |‏ صيفة Fisher‏ 1 ۲ ۳ 
اقترح R.A.Fisher (А‏ عام ۸۲۰ الصيفة التالية لحساب قيم تقريبية لهذا 
التوزيع de‏ اساس حساب الاحتمال المتراكم لغاية قيمة عطق ال ا هل ¿toz‏ 
وهي ؛ 
م / ٠4‏ الاحصاء الرياضي 


9۹ 








РРР (а 


~ ф(1) – Z(t) (A+B+C) 


@(t)‏ تعنی الدالة التوزيعية لتوزيع N(0,1)‏ عند القيمة t‏ وان 
(ما) تعنی قيمة دالة توزيع (0,1) N‏ عند А‏ یا 





(3f - 74 - 93 - بر3‎ 


to 
А = — (Ú +1),B = 
4n 





t 
= ТТ (419° — Ht + 1406 + 66 - 30 - 15) 
.0000005 لایتجاوز‎ Е (t) وقد بين فیشر ان مقدار الخطاً الطلق عند حساب‎ 
سیت‎ аз ш سپ جو وی سب‎ 
فیشر کالاتی‎ 
: أن 2821 = ما فاذن‎ 


1 - 1 2821? 
202801) = —— е 2 ے‎ 000746177 , ۵ ( 2-821 ( = 09976 


2۴ہ 





А = 97019620 , В = 03721626 , C = — 00484073 وان‎ 
فاذن‎ 


F (2-821) = P, (to) < 2821) = 09899465 = 9 


ېو 


ب _ صسفة Elfving‏ 
اقترح 6.2188 عام ۱۹۰۰ الصيغة التالية لحساب ый‏ تقريبية لهذا التوزیم 
على اساس حساب الاحتمال SUN‏ لغاية قيمة معطاة الى ) مثل ما وهي : 


۶ (و؟)‎ = P, (ta) < to) 
п+4 
5 м5 ey 2 At 
= (Ato) + | (1+ a 7) ۱ | 
96 ех 20 / 
у 2 


حيث ان Z(g)‏ تعني قيمة دالة توزيع )0,1( عند القيمة 8 وان 





юзе 


1 С 

وس +| )2-00-05 
وقد Eifving ог‏ أن مقدار الخطا الحاصل في حساب ЕС)‏ لایتجاوز 

القدار *ع2/رم»)۳ . فمثلا لتوزيع t‏ بتسع درجات حرية فان قيمة 

٣ )2821(‏ يتم سابها کالاتی : 

н, 


Ja 





A = 08092607 , Z ( = 6142713) = 01084056 , 


¿F ) 2-821 ( = 09916601 = 0:99‏ 7 = )2283 = وا ) © 
لاحظ من هذا الثال ان مقدار الخطاً هو 000612135 = ) 2821( F‏ سل 
; ۳ 
وآيا كانت صيغة الدالة التوزيعيسة فقد تم بناء جداول خاصة بهذا 
التوزیم ‏ لاحظ الجدول ۷ ملحق ب ) تبين قیم ٢‏ النظرية عند درجة حرية n‏ 
التي تعطي احتمالاً متراکماً مقداره FO)‏ فمثلا قیمة ‏ النظرية عند درجة 
حرية 6 والتي تعطي احتمالاً متراكمأ مقداره وون . هي 1943, انظر الشکل 


(ла) 


۹ھ 











و ۲ * : الوسط والتباين لتوزیع۔ا . 
من تعريف توزيع 1 لاحظنا أن : 


1 


t=———.X, نہ‎ N(0,1),X, ~ Zn 


J X, 
n 
ذن‎ Š. X, مستقل تصادفیاً عن‎ X, وان‎ 


X, 1 
Et =E سے‎ - | = EX E i 
vV X,/n ` V X,/n 











لکن 0 = Ex,‏ . عليه فان 0 = )۴ . وهذا يعني ان متوسط توزیع.) هو صفر 
وهو نفس فتوسط (0,1) < X,‏ . كذلك فان 


У(1) = E — (Bt? = Et? 








فاذن 
X, 2 : 1‏ 
E? = E (—— | = 8‏ 
X, /n X,‏ %~ 
لکن = Ex:‏ طللا ان N)0,1(‏ ~ . وان 


1 1 52-4 مت‎ =х,12 
Е = f x, 2 е2 dx, 


es 











М(ї)=— ;n 2ح‎ 
п – 
li V(t)= پا‎ p | 
im t) = lim 1= ۷ ) 
пә وسم م‎ 822 2 1 0 


кшз‏ په 
п‏ 


وسوف نلاحظ في فقرة لاحقة ان توزیع أ يقترب من М(0,1)‏ عندما مه үп э‏ 


۹- ٢م ٤‏ : النوال ونقاط الانقلاب في منحنی دالة توزیع ٠‏ . 


كما هو معلوم فان النوال يمثل قيمة ٢‏ الناتجة من حل العادلة التفاضلية 


8)9 بشرط ان 0 > (۲) ”ع . وحيث ان 





n + 1‏ غا 
t2 Ки q 2 )‏ 
,k = 2‏ کر رر 
Е: ст‏ 
V —‏ 27 
2r I‏ 
2{ 
را +1( ws‏ 
n‏ 


وباشتقاق الطرفين نسبة الى t‏ نحصل على : 


“log g(t) = logk - 





(n + 1) ]‏ |01 دا( 
пе ,2)1( < 0‏ 8 


ھ٤‎ 


























وبجعل 0 = )0( 8 نحصل على 0 = ). وبايجاد الشتقة الثانیة نحصل على 


-g 1\42 
u= (n+ Dew | ٤ > ×1 | 
(n + 22 (n + 2 تر‎ 
; + 
9 ))( ویب[‎ = - БОБА Е EOE 
п 


وحيث ان الشتقة الثانية للدالة (8)1 سالبة عندماه = فذلك يعني ان المنوال 
في توزیع 1 هو قیمة 0 = ). 


ولغرض ايجاد نقاط انقلاب منحنی دالة توزیع ٢‏ , نجعل 0 (8")1 ومنها 
تحصل على 
п‏ 


j 
аз (ntl? لي م0‎ — = +t*.t* 
n+2 





Mas‏ يعني أن النحنی دالة هذا التوزيع نقطتي انقلاب تقعان على بُعد متساو 
الى يمين ويسار النوال . كذلك فان 


і п 1 
lim حا‎ + lim d = + lm 1 — = Л 
п+2 1+ 2/ n 


о‏ مور وو سور ونمو 








وهما نفس نقطتي انقلاب منحنى دالة (0,1)/#.. 
اضافة لما تقدم فان منحنی АЙ»‏ هذا التوزيع متماثل عند النقطة 0 = ). BU‏ 
کانت 0 < ماقيمة من قیم t‏ . فان(8)10 = (ي) - )8. وان 


(=) 


Max.g(t) = g(t)]-o = п 
f چو‎ F ا‎ 














کذلك فان 








تا 10 )5 / =( 


-*( п+3 ) 2 -Ks 
ېو‎ 2 











والشكل ( ۰-٩‏ ) يوضح مخطط دالة هذا التوزيع . 





ato 











P(t < راد‎ = P(t > to) 
ع )1 - > )رم‎ ۱ - {tst} چ ۔ أن‎ 


ووفق ماتم توضیحه في الفقرة ( ۹ ۔- )٢ -٢‏ فان قيم ٤‏ النظرية غالباً مايرمز لها 
بالشكل (»),ا اي قيمة t‏ پدرجة حرية n‏ ومستوی معنوية » . وهذا шем‏ 

ان (ه )یا تمثل قبمة t‏ النظرية التي تحقق مايلي : 
1 > » > 0ب,ه - 1 > ((0)پا ک ,0( P,‏ ۵۱ > ((هاءا < P. (t,‏ 


وکما هو موضح فی الشکل (۹- :)٦‏ 








ماس ساس ماج | سا سا ساب سل 


x)‏ ا 


الشكل (5- (A‏ توضیح لقيم ؛ النظرية 


٩‏ س ٢س ٥‏ : عزوم توزيع ؛. 
من الصعوبة جدأ صياغة الدالة للولدة لعزوم توزيع + بشکل مالوف كما 
لاحظنا في التوزيعات السابقة . وحيث ان الهدف من هذه МА)‏ هو حساب عزوم 
نی فا موف ستعيض جنها من خلال ايجاد ы‏ لعزم في rS)‏ حول 
نقطة الاصل .وحیث ان هذا التوزيع متماثل فذلك یعنی ان عزوم التوزيع حول 


2۹ 











نقطة الاصل ذ ذات مراتب فردية مساوية للصفر. اي ان . ..,0,1,2 = Ett = 0 Vr‏ 
كذلك وحيث أن 1-0 يزنك یعنيی أن عزوم هذا التوزیسع 
المركزية هي ذاتها عزومه حول نقطة الاصل . عليه فان العزم الرکزي ذو مرتبة 
2 ... ,2 ا سے هو 

+ 1 


3 ° Т T 
Et” = I tr.g(t)dt = k f 08 0 7 


n 





2205 5 


ati 


© 2 772 
Sal аа) dt 
8 1 
2 


1 
الان بفرض ان ту‏ =—+! فاذن n (1-Y)/ Y‏ = . وعندما ۵ = ؛فان ب يه 
وعندما © 19 فان وملا . فاذن! > y‏ > 0 كذلك فان 


2 


n 
= — —— dY d = سس سس‎ 
21 dt үз اج‎ 0 














حم 
š 8 )1 - у) 8‏ 
کیو مس مار 
š ny 2t y‏ 
е ре:‏ 
а | (Ú) 2 y 2 dy‏ = 
у?‏ 0 
+ 27-1 
Ыр — -2‏ : 
nk | (Ú) 2 у ? dy‏ = 


٧۷‏ د 





1 ⁄ n(1-y) — 2 
= ود‎ 5 у dy 
0 
n+1 
r+ - f1 ۳ و‎ -2 
=" *.kj (1-у) 2ر2 رة‎ ду 


ویلاحظ ان التکامل الاخیر يمثل تکامل Мә‏ بالعلمتن ب سس = 
В 1‏ وان قيمة هذا العکامل هي : 


= г+ مر‎ 


قنك л‏ تت ات د ٢‏ 


8 و‎ 2 < 2۲۲ = 1,2,... 
H= n 
r=) 
У т ) 


Ta 


وبشکل خاص اذا كانت1 فانتا نکون بصدد حساب العزم الركزي الثاني اي 
تباین التوزیع النوه عنه في الفقرة ( ۹ + ۳). کذلك عندما2 = br‏ نکون 
بصدد حساب العزم المركزي الرابع وهذا قيمته مساوية الى : 


eA 











3а? 


4 ووه بے سس شی Eta‏ 
у (n—2)(n — 4)‏ 
عليه فان معامل التفلطح في هذا التوزیع هو 3 — À, = B,‏ وان 
Bit 3(n - 2)‏ 
B, = 272‏ 
4 - و (Et)‏ 
z 3(n - 2) 1-2‏ 
1< ,0 < 3 7 
п - 4‏ 4 - 1 


متحنی ¿Jb‏ توزیع t‏ اکثر تفلطحاً من منحنی دالة (1 , 0) ۳ 


وهذا يعني ان 
ويتطابق الا لنحنیان في حالة n‏ كبيرة اي أن : 
lim 4, = fim В, - 3‏ 
2 و سور وو سور 
کے ا نٹ :1 
л - 2 1‏ 
0 -3- ہے lim ———— -3= 3lim‏ 3 = 
اين حور 4 n—‏ ومس 
فكت .1 
0 


والشكل (۹- ۷ ) يوضح مقارنة بين توزيع t‏ بست درجات حرية و (01) ١۸١‏ 








الشكل (Y шз)‏ مقارنة بين توزیع 
ریا .N(0,1) miss‏ 
































٦-٢ - ۹‏ : الشکل التقاربي لتوزيع 4. 
ان توزیع t‏ يتقارب من التوزیع الطبيمي العياري عندما مه ә‏ م . اي ان 











1 2 
1 - -t 
kim مو سا 2 ° سس = (1)ع‎ < t< 0 
لي زو‎ 2® 
: المرهان‎ 
( n+1 nti 
ri مڪ‎ 2А 
2 t° 2 
tim g(t) = lim — ‚т ТЕА 
ЕЕ 0 ا یں‎ 55 л 
пл — 
v 2 








٣۲٢ص‎ +k) ) +۲ -۱( ۲ (L +k)! 
lim سس سو‎ lim ات‎ ЧИП. ی‎ 
Оа Fom) کے‎ ) — 1)! Daw L! 
L=m-1 
| (L+kXL+k-1).(L + DE! 
= lim سس بر ے‎ TF 
LS L! 
= lim (L+kXL+k-—1) ..(L+1) 
Lort 
LE 
lim (L+k)(L+k-1). (L+). کت‎ 
و درز‎ L 
۱ к k-i 1 
= lim 1+ —— j| + کان رل لاست چ ای‎ 
مد مرا‎ L / L L 


= LE | — © 


24 





مه مور 





1 
مو — وع 2 ) n‏ ( 1 
چ - lim‏ 
2 مو n=‏ 

фт) 








فاذن 
n+l‏ 
نے pE‏ 
ИЕ МВ‏ و lim 2 ж‏ 
пэ 20 (0 n / 2‏ 
ол J 2 J 8‏ فيه ام Ji‏ 
2 
وان 
1 3+ 
2 جما EAN 9 Ú‏ | 
lim I+ — = lim ۲ 1 + 2) |‏ 
n‏ 8 وی п пә‏ مه سور 
2 12 
lim 1+)‏ 
лә 8‏ 
رت 
ү" 2 _ 1 j‏ ۱ 
او ہے 2 [е]‏ = ا ا +1( Е"‏ 
Ы‏ ات 
چ > 1ك مو ? و = lim g(t)‏ 
75 له ومو 


4٤ 

















ان خاصیة التقارب هذه تعنی عملا امكانية استخدام جداول التوزيع الطبيعي: 
كيديل لجداول توزيع n Gas t‏ كبيرة (30 < (n‏ . وبملاحظة جدول توزیع 
٤‏ نلاحظ ان قيم هذا لع النطزية للقابلة жш Бе ы ы‏ لمر 
الاخير من الجدول ) ماهي الا قيم 2 لتوزیع (1 ,0) ۸ ازا ء الاحتمال اثقابل JS‏ 


قيمة من هذه القیم . فمثلاً لتوژیع ) بدرجة خرية 120 فان : 


Р, (t > 198) = Р (z > 196) = 0975. 


۰۷-۲-۰۹ توزيع الوشر الاحصائی Ул (Х-и)‏ 
5 
افرض ان ХХХ,‏ تمثل قیاسات عينة عشوائية مسحوبة من 
Мо?)‏ ویفرض أن оз‏ مجهولة وان ,82 یمثلان على التوالي الو 
والتباین لقیاسات هذه العينة . فاذا کان X‏ مستقل عن 02,82 > 882 Pae‏ 
5 ۱ 
Ма (X-u)‏ 


t = ہج وچ‎ ~ taci 


البرهان : سبق وان برهنا ان x‏ مستقل عن 52 وان هم ب ES?‏ بحيث ان 














y (X, - X)‏ ۱ - 82 الان حيث ان (2مس) 2 م X‏ فان 
ny, i=1‏ 
ЗА et р‏ ۴ 
ТЕМ р‏ وبذلك فان رو ہدوہ سس ے بج . كذلك 
n | п‏ لد oj‏ 
(n~1)S ,‏ سے 
کک دسر = Z,‏ . وبفرض ان ,2 مستقل عن ول فان : 


۲ه 


©. 
Ф 





X-a 
| ojj n Ма (X-u) 
e سج ی‎ ~ tç- 5 
| ۳ -(# 8 
V (а تو(1-‎ 
ان المؤشر الاحصائي اعلاه يمثل معیار لاختبار فرضية بشأن متوسط مجتمع‎ 
کبيرة فان‎ n عندما تکون 62 محهولة وان 8 صغيرة. اما اذا كانت‎ р طبيعي‎ 
اس 85 وعندئذ فان‎ 
n= o ° 


x- کا جو‎ 
٨ ya ( (م‎ уп (Х-и) ОТУР 
s с 


о‏ یر 


t استخدامات توزيع‎ : A ۔‎ ٢ ۹ 


ان لتوزيع t‏ استخدامات كثيرة في تطبيقات النظرية الاحصائية نذكر بعضها 
ادناه دون الدخول في تفاصیلها . 


أ اختبار متوسط مجتمع طبيعي تباینه مجهول . 

ب ‏ اختبار الفرق بين متوسطي مجتمعین طبیعین مجهولي التباین . 

ج ‏ اختبار معنوية معامل الارتباط: 

د - اختبار معنوية معاملات الانحدار في نموذج انحدار خطي متعدد المتفیرات . 
ААИ а‏ رت امل الارتاظ سر 

و - تکوین حدود ثقة لمتوسط مجتمع طبيعي مجهول التباین . 


& ہے 5 55 Bo i za Aa‏ 
مثال : افرض أن t‏ متغير عشوائی وان او + ETENE‏ 
الثابت ‏ بحيث ان ١‏ يتوزع كتوزيع а‏ 7 


et 














الحل : 
بمقارنة هذه الدالة مع الشكل العام لتوزیخ " s ٤‏ 8 درجة حرية نلاحظ ان 
5 > ۸ .عليه فان قیمة C‏ ماهي الا : 





с : = 037961 


ا 1 





تمارین عن توزیع ٤‏ 


: يطلب اجراء مايلي‎ . 1 > tao) اذا علمت ان‎ :۸ ٩ 
ثم ارسم مخطط هذه الدالة وقارنه مع‎ ٤ أ اكتب الدالة الاحتمالية الى‎ 
N )0,1( مخطط‎ 
. جد التباين ومعامل التفلطح لهذا التوزيع‎  ب‎ 
.5)05 >1>1( , P.(t>07) , 8))>1( جاجد‎ 


۹- ۹ : افرض أن t‏ يتوزع كتوزيع t‏ بدرجة حرية واحدة . بين أن 
.F(t) = 05 + zm Чап‏ 


١-۹‏ : أفرض أن ر٤‏ 1. برها سن ان 


۳ بار )دي = | | 8.( ملاحظة 


2 





, استفد من خاصية التماثل في هذا التوزیع ) 
۹- ۱۱ء لتكن مکی رركا ,1 تمثل قیاسات عينة عشوائية من ( وُہ یم ) ۸ 
وان Y,‏ .... وولا Y p‏ تمتل قياسات عينة عشوائية من в)‏ مر( N(‏ 


۵٤٤ 

















وبفرض ان المجتمعان مستقلان وان SLX‏ يمثلان على التوالي 
متوسط وتباين العينة الاولی وان S Y‏ متوسط وتباین العينة الثانية 
. وان متوسط العينة مستقل عن تباینها . برهن ان 


(a, ~ д)‏ - زلا نذا 
невы ( 1 1 )] 2‏ )| 
п ` m‏ 2 أ۳ + 1 
زو بیع 
۰۱۷۰٩‏ اذا علمت أن 1-2 + g(t)=c[3‏ جد قيمه © بحيث أن а‏ يتوزع 
كتوزيع ٤‏ . 


۹ ۱۳ اذا علمت ان (01) ۸ 25 وان ور وہ f‏ 
X, ~ Ka‏ وان هذه المتغيرات مستقلة تصادفیاً . جد التوزیع الاحتمالي الى : | 














Z‏ 13/ 2 د 2 ال 
————..H.s = —— 5‏ = 8 ,رمتا “= رو 
JX V X, + X, V X, + X, + X,‏ 


۹ . اذا علمت ان + يتوزع كتوزيع + بدرجة حرية واحدة . استخدم 
معطیات السؤال ( ٩۰-٩‏ ) لایجاد قيمة الربیع الاول والثالث . ماهي قيمة 
الر بیع الثاني . 


aga الاحصاء الرياضي‎ че, ё 











F- distribution ۴ توزیع‎ ۱۴ ۹ 


يعتبر العالم Б.А Fisher‏ اول من وضع اسس هذا التوزیع ونشرها عام 
٥‏ من خلال ايجاد علاقة بين هذا التوزيع والتوزيع الطبیعی , Ó‏ حين قام 

۱۹۳١ باجراء تعديلات على انجازات فیشر ونشرها عام‎ 6. W. Snedecor 
وای انجازانه هنم مقرونة باسم قيشر من خلال نسبته لهذا لتوزی بتوزی ئا‎ 
احد التوزیمات الهمة دا الكثير من اطبیقات الاحصائية‎ Р ویعد توزیع‎ 
وفیما يلي‎ . Analysis of variance في موضوع تحلیل التباین‎ Саз, 
. في اشتقاق دالة هذا التوزیع‎ Snedecor 44 „Ы عرض‎ 


۱-۰۸ اشتقاق دالة توزيع ۴ ۰ 
افرض ان راب مستقل عن رم “و . عندئذٍ فان النسبة 


7 
كن‎ / n, 


Xa / وھ‎ 


ےم سوف تتوزع كتوزيع ۴ بدرجتی حریة ٠12۳:‏ 


البرهان : 


ان التوزیع الشترك للمتفیرین Xa, X,‏ یتمثل بدالة الكثافة الاحتمالیة 
المشتركة الناتجة من حاصل ضرب f(x.)‏ ب f(x.)‏ .اي أن 


7 2 ۳ 


1 وو‎ . еа 
к) = سپ‎ х е? А 2 1 2 
К 7 
۲) r) وا(‎ 
2 2 
1 2 -1 ئا‎ = (ux ا یں‎ 
5 7 x? x2 وه ان‎ a 


agn 














п, x, 
۳ رح وت رس‎ >0,x,>0 
n, X; 
n x 
تا‎ E, وان‎ х= فان لا‎ = x, وبفرض ان‎ 
п, у 
I n 
: هو‎ J ) وان معامل التحویل ( جاکوبیان‎ x, = فاذن پو‎ 
п, 
дх, 0х, | n, n, 
من أشنت مق علدت‎ 
ûf ду п, n, п, 
ja = = ——.у 
n; 
Ва Ê 0 1 
ôf ду | 
|| = رت‎ 
n; 
عليه فان‎ 
g(f,y)=f(x,,x,)] “14 
x, ёзу 
ny 
х, s= y 
7ے‎ n, 0 si i ) 
سر ته لم‎ S g 
- 2 v) аат. 
п, ملا‎ 
1 
K 





=j 
سر‎ 
یم‎ | Р 
— 
5-5 
жы, 
ام‎ 
سنيف‎ 
رم‎ 
F 
٨ 
+ 
з 
8 
5 























Е а сы" 4 - (еа)‏ ).== )دص 
п, f у? е 2 п,‏ 
ولب с‏ 
1 کے الله n, 9 ~1 f°‏ = 
g(f)= K| — #2 2 21 f+1‏ 
п, y e š dy‏ 
0 


لکن التکامل في الصيفة الاخيرة يمثل تكامل كاما بالعلمتین 


وه + ره N aa‏ بب )بور و وی 











п, 2 
n. +n 2 е LL: 
ہج‎ (ы | 
2 n, 
— {+1 
n; 
عليه فان‎ 
1 
2 n + 
& ) 7 г( 1 3 «+ و‎ 
n; 2 2 2 8: 
st) = —— و ہے ہیں ہیں کے‎ s و‎ 
n ) يف‎ 13 n, 
| وا ات‎ 2 1+ af 
2 2 ږا‎ 
n, + وط‎ ) 7 8 








2 1 ` 
1 ) 
n,‏ 
ان الدالة (٤)ھ‏ تسمى دالة توزیع F‏ ب 1,١,‏ درجة حرية . وبالرموز 
فان (بھ, بھ) ۴ f<‏ . أن ,2 تعنی ذرجات الحرية للمتغیر المعرف في بسط 
النسبة ۶ في حين ان وه تعنی درجات الحرية للمتغير العرف في مقامها . 


atA 

















۹ ۲ : الدالة التوزيعية لتوزيم Е‏ 


ان جداول ызу‏ ۴ ( لاحظ الجدول ۸ ملحق ب ) الخاصة بقیم ۴ النظرية تم 
حسابها بالاعتماد على دالة بیتا غير التامة incomplete beta function‏ 
حیث أن هذا الاسلوب یعطی ادق قيم نظرية لهذا التوزیع . فعلى فرض ان 
(۳2, پھ) 7 نہ ۶ وان (۶) 9 تمثل الدالة التوزيمية لهدا التوزيع فان : 
G(f) = P. (f < fo)‏ 


حيث ان 1١‏ تمثل قيمة من قيم ؟ العرفة في الفترة ( 0 ,0) فاذن 


و 
)ظ8 | - G(R)‏ 


0 











: 1 n, f E 
الان بفرض ان = ر او ان ہت ل وذلك يعني انه‎ 
п, n, + كيه‎ 
+ 4 
К nf 

عندما 0 f=‏ فان 0 سو وعندما feo‏ فان Маз. уэ1‏ يعني ان 

п dy 8-5-۹‏ 
1 > لا > 0 . كذلك فان | 4 ( = فاذن :— در 

n )1 - (۴ п, ١ 1- و‎ 


25% 








عليه فان : 








п, 
رت‎ 
قاس و‎ 
| ره‎ \ 1-у (=) у 
0 M Pn, n, )1 —y)° 
y 2 
(ШЕ 
1-у 
у пуб, 
= БО 
п, + وارھ‎ 





ان التکامل الاخير يمثل تعريف الدالة التوزيعية لتوزيع بيتا بالعلمتین 


Z a= a‏ = وهذا يعني امكانية استخدام هذه الدالة ( جداول توزيع 
بیتا ) في تكوين جداول توزیع F‏ فمثلا اذا کان (4,4) 7 f<‏ وتطلب У‏ 
حساب )639 > P. (f‏ فان ذلك يتم وفق الاتی . 


nif 4( 639) 25-56 
= 0864682 


10 2. 


Уе, T 4+ 4۱639 ( 29-56 


n, tnh 


.هه 

















0-864682 1) 4 
P (f > 639) = G(639) = | у(1—у)ду 
8 1 )2( 2 
Гоу? Po у? o 
= 6 | | =: | | = 6{ 03738374 – 02155003 1 
2 0 3 0 


09500226 = 0:95 


وعلی هذا الاساس تم بناء جداول توزيع ۴ بحيث ان القيم الوضحة في خلايا 
هذا الجدول تمثل قيم ۶ النظرية عند درجتي حرية n,‏ للبسط و یھ للمقام 
وللاغراض التطبيقية فانه غالبا مايصار الى عرض نوعين من هذه الجداول الاول 
خاص بقيم ٢‏ التي تعطي احتمال متراكم قدره 095 ( أو لمستوى معنوية 005 ) 
والثاني خاص بقيم f‏ التي تعطي احتمال متراكم قدره 099 ( او لستوى معنوية 
1 ) اي مانعنيه : < = 005 = =095,P (f > f)‏ (وا P (f<‏ 
وان 

۶۱۱ > ہا‎ ( = 099,P (f > f) = 0:01 


وغالباً مايرمز لقيم ۶ النظربة بالشکل f...)‏ اي قيمة ؟ النظرية 
بدرجتي حرية Nzn,‏ ومستوی معنوية » . وسوف نلاحظ في فقرة لاحقة ان 
توزیع ۴ هو ذا التواء موجب دائماً . والشکل -٩(‏ 8 ) يبين عملية حساب القيم 
النظرية لهذا التوزيع . 

علماً ان هنالك طرقاً اخری مقترحة لحساب ШЫЙ‏ التوزيعية لتوزیع م US‏ 
القترحة من قبل Zinger*‏ عام ۱٩٩١‏ و Wishart‏ عام ۱۹۰۷ وغیرهم الا انها طرقاً 
تقريبية ليست افضل من الاسلوب الذي استعرضناه . 


٭, للمزید من التفاصیل انظر الصدر 9۱ . 








8 (Г) 


)1- a) i « 


0 faon O 5 


الشكل ( ۹- ۸). توضيح لقيم ۶ النظرية. 





٣ ۹‏ ؟: عزوم توزیع F‏ 


نظرأ لصعوبة صياغة دالة مولده لعزوم توزيع к‏ بشكل مألوف فاننا سوف 
نستعيض عنها من خلال ایجاد صيغة للعزم ذا الرتبة r‏ حول نقطة الاصل طالا ان 
الهدف واحد j‏ كلا الحالتين وهو استنتاج عزوم التوزيع وبشكل خاص الوسط 
والتباين . فاذا کان (يهريه) f<‏ فان , 


З‏ کہ 
а ) ючху‏ ) - ) اد )8-۶ 
a X, п,‏ 


وحیث ان کو ~ X,‏ مستقل عن Х, ~ Хөр‏ فاذن ؛ 


Ef = ( 52 Jx: ЕХ 
درد و‎ 
1 


وحسب ماهو موضح ف الفقرة (۹- ١‏ ) لدی دراستنا لتوزیع مربع کاي فان ٠‏ 


дд 




















وبشكل خاص عندما1 = r‏ فان متوسط توزیع Е‏ هو 


۲) ајр 2-1 
Ef تچ‎ ë 
ш, = : а = 


ويتضح من ذلك ان متوسط توزیع ۴ مستقل عن درجات حرية البسط )8 . 
وعندما2 = فان : 
2 1 
4 < تسد = Ef‏ 
عليه فان تباین توزیع ۴ هو لوف دو ده 
2n} (n, + n,— 2)‏ 
Ef — ш : in, > 4‏ = 

V (f) шү n(m — 2)°.(п,—4) 2 
z n, +n,—2 


n (n, ~ 4) 


امت 




















۹ ۲ المنوال ونقاط الانقلاب في دالة توزیع Е‏ 
کما هو معلوم فان المنوال ناتج من حل المعادلة التفاضلية 0= рғ)‏ بشرط 
ان 0> (ع)”ع . فاذا رمزنا لثابت دالة توزیع تب K‏ فان 


п, n, + n, n, 
logg(f) = logk + | - 1 Hogf = Jlog{ 1+ f 
2 2 n, 


وبا یجاد مشتقة الطرفین نسبة الى ۶ نحصل على : 


2 )1( п, ~2 (a) п, 
8(1) 2f 2 یھ‎ +в 

5 n —2 n, (n, + n,) 
ОЕЕО - شنت‎ | 
2 2(n, + п) 


وبجعل 0 гуз‏ وحل المعادلة نسبة الى ۶ تحصل على : 


n (n, ~2) HE 


n(n, + 2( 1+2/n, 


ونترك للقاريء البيان ان 0 > (1)*ع عندما )?7 :"2 рш‏ وھذا یعنی 
n, (n, + 2)‏ 


. نے n(n, ~2) š‏ { 
ان قيمة المنوال في توزیع ۴ هي لت f=‏ وهي دائما اقل من واحد 
n (n, +2)‏ 





بشرط أن 2 < پھ. 


كذلك فان لمنحنی دالة هذا التوزیع نقطتيی انقلاب عندما 4 < n,‏ تقعان على 
дај‏ متساوي الى يمين ویسار المنوال ناتجتین من حل المعادلة التفاضلية 
вг) о‏ بشرط أن 0 عو (Г)‏ ”2 الا انه من الصعوبة ایجاد صيفة لکل منهما . 
2а, (n, - 2)‏ 


الا انه امكن البرهنة على ان مجموع هاتين النقطتين у 2 Mode s‏ رو 
n (n‏ 


004 

















۹ ے ۳ : الالتواء في توزيع ۴ , 


п, NEE 
(h - 2) 
ان ار‎ 








لاحظنا عما نقدم ان.1 > Mean=‏ 
n (n, + 2‏ 


وهذا يعني ان معامل التواء .2 وفق صيغة کارل پیرسون هي : 
mean — Mode ١‏ 


КЕТО) 





حم« 


وهذا يعني Т A‏ موجب دائمأ وتزداد شدة الالتواء 
بانخفاض قيمة п,‏ بفرض بات قيمة 82 . والشكل (A4)‏ يوضح مخطط 
لدالة توزيع (10,10) ۳ 





دد دسا 3 2 1 
الشكل (А-А)‏ توضيح لمخطط Jb‏ توزیع ( 10,10 ) ۴ 


АЈ ل٢‎ 


دد 





۹ > 5 : خاصية الانعكاس في توزیم F‏ . 


۲ وا مو 1 
لیکن (بھ,یھ)٣‏ = f‏ عندگذ فان ( پو ون ) ۳ ہے = f,‏ 


1 


البرهان : من تعریف توزیع ۴ فان 











X, 
n 2 
f, = —— نہ‎ F(n,,n,);X, ~ ХХ ~ Kin) 
2 
п, 
X, 
1 n; 
f, = — = ~ F(n,,n,) 
7 1 
n, 


واستناداً لهذه الخاصية یمکن البيان ان 
P (f(n.,n,) x f) = P,(f(n,,n,) < fç!‏ 
لاحظنا انه عندما f,=fi'=F(n,,n) . oN f, ~ F(n,,n,)‏ 
فاذن 


1 1 
P (fonom) > t) = P, ( < 


f(n,,n,) f 


1 
— ما هو الا متغير عشوائی يتوزع كتوزيع . Е(п,,п,)‏ . فاذن 


( وھ ,9)؟ 
P, (f(n, n) > fç!)‏ = )6 < (يقريه)؟) Р,‏ 





وبشکل خاص اذا کان 
Р, (ECan) < fo) > » Р, (fnn) < fy) = 1-9,0 < <1‏ 


ه2 








فان 
هح( کوا ک P,(f(ng,n,)‏ 

وان 
به — اھ ( لوا > В, (поп)‏ = 

آي ان 


P (f(m уп) < fo ( > 1 - ۵ 


وهذا يعني ان قيمة Еа)‏ التي تعطي احتمالاً متراکماً و کی 
معكوس i(ng ni) МЗ‏ الثي تعطي احتمالاً متراکماً قدره » والعکس صحيح . 
على سبيل المثال ولتوزيع (6,10) ۴ ومن جداول هذا التوزیع نلاحظ ان قيمة 
і `‏ 
o6(095) = 2‏ وت وهذا يعني لی مرک = )005( Е,‏ وکما هو 
موضح في الشكل УА)‏ 








e(n 


05 7 





0 3 | 7 
Fio و‎ ۹۶ F (95) 


6,10 
الشکل (۹- ١‏ ) ؛ وضیج لقيم f‏ ومعكوسها . 





— 


2۷ 








ويتضح من الشكل ( )ان 
f > Fg, (095 )) = 090‏ >( 005 )وم ),ظ 





افرض ان 5 يمثل عينة عشوائية قوامها ;2 مسحوبة من مجتمع 


۷-٣ -۹‏ : توزيع النسبة بین 


طبیعبی تا ينه مجھول وليكن : . وافرض ان 82 تل ое‏ عينة اخری 
قوامها وھ مسحوبة من وت تباینه مجهول ل ولیکن : . وبفرض ان 


العینتین ستقلتان عند فان الو е‏ 


Sia ` 5 
لاہ‎ (nf سایق اتا‎ 1): 
52/93 ч 


البرهان : من المعلوم ان 3 жыз Ta‏ 














وان 
(n, = 872 2‏ 
کو (n; I‏ 7 نہ Z, А 2 a‏ 
9 
حيث العينتين مستقلتان فان . Z‏ 
E РА‏ سس 
و زح يق 
F(a, - 1,0, — 1)‏ په — = Í‏ 
2 — 
1 یه 





وبالتعویض عن Z,,Z,‏ ہما ساو یهما نچد.ان.؛ 

S/o 

52/02 

ین القائل' بان 2م = 02 = زه فان 
2 


F(a — 1,.n, 1).‏ نم ب 





وبشکل خاص اذا كنا بصدد تیار اله 


1 
f= "gz: = FEíü,= а,в, — L) 


2 


оол 











وهذا يمثل معيار اختبار فرضية تجانس تبايني مجتمعين طبيعين ویمثل 
الاساس à‏ موضوع تحليل التباين . وغالباً مايتم واثناء التطبيق وضع التباين الاکبر 
5 البسط والتباين الاصغر في المقام فللحالة السابقة افترضنا ان 87 < نو . ان 
السبب في هذا الاجراء یمود الى ان القيم النظرية الموضحة في جداول توزيع ۴ هي 
ЛЬ‏ اكير من الواحد وف حالة وضع التباين الاصفر في البسط فان 1 > وف هذه 
الحالة ( ومن الناحية العملية ) لايمكن اجراء المقارنة ( عند اختبار فرضية معينة 
مثلا ) بين قيمة ۶ المستخرجة وقيمة ] النظرية . 


F استخدامات توزيع‎ : A ٢ ша 


أن لتوزيع م استخدامات عديدة في تطبیقات النظرية الاحصائية نذكر منها 
الاتي دون الدخول في تفاصيلها . 
أ اختبار ۴ لتجانس تبايني عينتين مستقلتين . 
ب - اختبار معنوية معامل الارتباط المتعدد 
جا ند اختبار معولية نموذج انحدار خطي متعدد . 
دے اختبار 8 لتجانس عدة تقد يرات مستقلة لتباين مجتمع طبيعي ` 
ھ _ الاختبارات الخاصة بتحلیل التباين والتباین المشترك . 


СД 


تمارين عن توزيع F‏ 


٠١ ۹‏ + افرض ان F(66)‏ ہ ۴ . يطلب اجراء مایلی : 
أ جد دالة الكثافة الاحتمالية الى f‏ ثم ارسم مخطط هذه الدالة . 
با لاجد P (f>428),P (f<3)‏ 
ج ‏ جد الوسط والتباين والمنوال وقيمة معامل التواء التوزیع . 


-i 5. Е 7‏ 
۹- 5 ؛ أذ كان( پھ,پھ) ۴ ہ م.برهن ان ری 0 ©з үш‏ 
n;‏ 


В =2, /2,a = n,/2 کتوزیم پیتا بالمعلمتين‎ 


w ۹‏ : اذا کان f< F(n,m)‏ برهن باستخدام اسلوب التحویلات ان 
Fin F(mn)‏ 


8-5 : اذا علمت ان (2)2,8 ہہ م . برهن أن 


т 
2 


2 
e, (t>) = 1+ а= ۱ 


۰۱۰-٩‏ اذا کان F(m,n)‏ ۔ ) وان h~ Fenm)‏ . برهن ولاي عدد 


1 
P,(f <a) + ان‎ жег ыз موجب مثل 8 ان‎ 
3 


ه05 :اذا كان f< F(22)‏ . بين ولاي зе‏ موجب مثل 4 ان 
fol (fo +1)‏ چ Ре)‏ 


.اه 





٤ 4‏ : العلاقة بین توزيعات المعاينة 

اختصت الفقرات السابقة لهذه الفقرة باستعراض لاهم توزيعات المعاينة الشائعة 
الاستخدام فی التطبیقات الاحصائية . في هذه الفقرة سوف ندرس بعض العلاقات 
التي تربط هذه التوزیعات مع بعضها وهي : | 


۱-۰-۰ العلاقة بين توزیم t‏ وتوزيع ۴ 


تنص هذه العلاقة بمايلي . اذا کان t<t,‏ فان Гел F(a)‏ 


البرهان : کسه 
بما ات دم = ,0> >0 - زان مه > > وران f‏ لو t=‏ 


ہس 1 
الان t‏ ې = القيم 0 < ؛ وهنا يعني ان df‏ ۶ ۴س t=‏ وان 


5 5 
( بسبب خاصية تمائل توزیع ) ) F g(i)dt=1‏ 


0 


г( ú + 1 ) 
0 1+م‎ 
۲ 2 (2 1 

0 











م / ۲٩‏ الاحصاء الریاضی д‏ 











وهذا د يعني ان f=t < F(1,n)‏ 
أن هذه العلاقة تسمح لذا استخدام جداول توزیع t‏ کید یل لجدا ول توزيع F‏ في 
حالة کون درجة حریة ی مساوية للواحد . هذه العلاقة > الذاحیة العملية 
| 


Cewe HE عر‎ 2۱ ; 


تلا سا 10 م ,005 = * فانه من جداول توزیع F‏ عند درجتی حریة 
)1,10( باحتمال متراکم 095 = س ‏ ! نجد ان 6 = ( 095 اور Е,‏ وهذه 
تمثل في ذات الوقت er‏ 2:228 = )11010975 اې .496 = 4963984 
وبشکل خاص فان قیم العمود الاول من جداول توزیع F‏ باحتمال متراکم 095 
هي الا مریع قيم العمود الخامس في جداول توزیع t‏ باحتمال متراکم 0975 . 


ony 








۲۹ : العلاق بين توزيع F‏ وتوزيع *2. 


تنص هذه العلاقة بما يلي . اذا کان زيه ,]7)5 ہ٤‏ وان X =nF‏ فان 
التوزيع ада‏ الى Vas X‏ ,پل غو توزيع ала Өр‏ 





1 











lim g(f)= limA .lim В, НС" 
5 و وشت او په‎ 


2 


“or 


2 


)=( تچ و ۲ 
وأء لج تو E‏ 


A. lmA= بب‎ - 


дез m, r = اہ‎ 
وہ حرم‎ A, аа о ү п 
و‎ рүн ү зла ۲ (=) 
7 2 2 


نره وو غه دي په ЖАР t‏ اام و رسد E‏ 
ای و و په یه لو جرا سی دن کے 





АБ. . TfOh+k) `‏ 
نے нф фл s,‏ اپ اشد —— 1 2 „у‏ برهان ذلك في 
"خي ان فا ٢‏ ری ی( 


٦-٢ а ( الفقرة‎ 


وت 
وان 


lim B = lim 


== 
د 
سر ےی 





n, x 2‏ دول 


2 2 

















58 1 1 

ERAST و‎ ۱ 2 ые 
í n 2 
Mm C = f + ‚їнї (+ 2+) `. lim e) | 
naw n n; سس‎ n; 

суыр‏ و کی 
=f 2 дуе 2! А‏ 
T "3‏ 


1 п \2 f n 1 
ونا‎ ВГ) = fim > : 3 
م مرو مه مرو‎ ( n, ) 2 n; 
2 Ур — š 
2 5 n 








— = f 1 ۳ 
2 ещ 
1 e 2! 
M 
— a 
2 1 1 
š n, ووس‎ фе, Suq Ë 
= lim و : س‎ e 27 
هني‎ ) п, ) миз 
2 
1 
n, 2 5 ў 
= وي سس سس‎ 
n, f? د‎ 
Ci — | 3 е: 
2 


: x Я 
,هه > 1 > 0 فان مه > × > 0 . وان سس ےم فان‎ = п وحیث ان‎ 
n, 
٩ df Кү ؟‎ 1 
(»)ع فاذن‎ = lm HO} , Ta عليه فان‎ E ہے‎ — 
x 


пух f سے‎ 


2 





әм 








سم 
J;‏ 


والدالة الاخيرة تمثل دالة توزيع مربع كاي ب :8 درجة حرية . فاذن 


Xx =f, Finan) ~ د‎ 


وو ره 


ان هذه العلاقة تسمح لنا استخدام جداول توزيع #بر كبديل لجداول توزيع F‏ 
عندما تکون п,‏ كبيرة ( نظريا مه بیه) اي أن 


Kap d Taan. Famo lla) Oe 


فمثلاً عندما 10 = o,‏ ,005,0 = » فان قيمة ۶ النظرية ( من 
جداول توزيع F‏ ) ھی 183 في حين ان القيمة القابلة لھا في جداول توزيع مریع 
کاي هې عند درجة حرية 10 باحتمال متراكم 095 هي 3 التي هي في الحقيقة 
تمثل 18:3 = )10{183 = ړھ . وبشكل خاص فان قيم الصف الاخير من 
جداول توزيع p‏ (القابل الى مه (шз‏ باحتمال متراكم 095 ماهي الا جاصل 
'قسمة قيم العمود الثالث في جداول توزیع 72 . عند احتفال متراکم ۰۵95 على 
درجات الحرية القابلة لها والعكس صحيح ايضأ وكذلك الحال بالنسبة لاي اجتمال 
متراكم آخر )690 وجوه ,099 ...) . على سبيل الثال لو تطلب الامر حساب 
К, 0,1000 (099)‏ فان هذه القيمة > معرفة $ جداول توزیع چم الا انه 
يمكن حسابها من جداول توزیع д‏ وفق الائي : 





23:2093 0:99( 2 
و : 9 و 


F 0:99 x 
10,1000 ( ) 10 10 


а\ә 











سوک یہ ۱ 


سو 
موه 
موه 





الا حصاءات المرتبة 


алл 





الفصل العاشر 
الاحصباءات Order statistics LIA‏ 


سبق وان اشرنا في الفقرة (۸- ١‏ ؟ ) الى مفهوم الؤشر الاحصائی وذکرنا بانه 
دالة بدلالة قياسات عينة عشوائية .خالية من أي مجهول . كذلك تعرفنا الى عزوم 
الؤشر الاحصائي ( خصوصاً مایتعلق الامر بالوسط الحسابي والتباين ) كذلك توزيع 
المؤشر الاحصائی ЬУ)‏ النقرة ١ SA‏ ۳). في هذا الفصل سوف نتطرق الى 
منیوم آخر پستند بالاساس لفهوم العینة العشوائية وهو الاحصاءات الرتبة ( او القيم 
الرتئة ) وذلك من خلال استعراض لفهوم الاحصاءات ЫШ‏ وتوزيعاتها الاحتمالية . " 
وكما لاحظنا في الفصل الثامن فان العزوم الستحصل عليها من العينة عبارة عن 
تقد يرات تخص عزوم الجتمع كمعالم . فالوسط الحسابي ОХ‏ مثلاً يمثل العزم ذا 
الرتبة الا وی حول نقطة الاصل وهو في ذات الوقت تقدير الى متوسط الجتمع # ٠‏ 
في حين ان الاحصاءات الرتبة عبارة عن تقديرات الى تجزئات quantiles‏ تخص 
المجتمع كالوسيط والربيعات والعشیرات وغيرها من المقاييس التجزيئية . 


. تعريف القيم المرتبة‎ :١ ٠ 

۶ یر بب تمثل قیاسات عينة عشوائية قوامها 8 
مسحوبة من مجتمع بدالة ак‏ احتمالية a<x<b, f(x)‏ حيث буа‏ 
عددان حقيقيان معرفان في حقل الاعداد الحقيقية . وافرض ان ,۷ تمثل اصغر قيمة 
من بين قيم هذه العينة وان ولا تمثل القيمة التالية من حيث الكبر وهكذا فان 
27 تمثل اكبر قيمة من بين قيم هذه العينة.. وهذا يعني أن 

Y, > ... < Y,‏ کول Yis‏ يمثل « ترتيب » قياسات العينة وفق ترتیب تصاعدي 
( وقد یکون الترتیب تنازلي ) . هذا الترتیب بسمی الاحصاءات الرتبة ( او القیم 
الرتبة ). уш,‏ يقال ان Y,‏ يمثل القيمة ( الؤشر الاحصائي ) الرتب ذات 
التسلسل ( الرتبة ) : للعينة العشوائية X,‏ ,یله یگ . وحیث أن قیاسات 
العينة العشوائية تعتبر بحکم التغیرات العشوائية الستقلة ذات نفس التوزيع العرف 


افرض ان 


9۹۹ 


بالدالة Е)‏ فان الاحصاءات الرتبة وعلی الرغم من كونها قيم نفس العینة ЫШ‏ 
ск‏ ی ( او تنازلي ) الا انه لایمکن اعتبارها متغیرات مستقلة يسبب 
اعتما 7 لقيمة اللاحقة E‏ الترتیب علی سابقتها قتھا۔ 


۲-۰ : التوزيع المشترك للاحصاءات المرتبة 


ان التوزیع المشترك للاحصاءات المرتبة لقيم عينة عشوائية قوامها n‏ مفردة 
قياساتها شي X,‏ و وک صحوبة من مجتمع معرف Ды,‏ الكثافة 
الاحتمالیة (х)‏ ,< ۶ > ۵ هو: 


6 > يلا > ... > ولا > ولا > mn HEYA‏ =) لا مولای)8 


لی 


وسوف نبرهن ذلك من خلال الفرض بان و = ТОКЕ‏ ذاته ينطبق على اية 
قيمة آخری الى ‚п‏ 


البرهان : ان التوزیع المشترك ای XXa, Xa‏ هو 
f(x) 6х.) (х)‏ = روط وه f(x‏ 


الان بفرض ان تمثل مجموعة القیم кү,к,,х,‏ . وحیث اننا بصدد 
ترتیب هذه القيم الثلاثة من اصفر قيمة في ه الى اکبر قیمة فیها ذلك шз‏ اننا 
نتمکن من ترتیب هذه القيم بستة طرق مختلفة )31.81( بحیث ان کل ЗЕР‏ 
منها پتمثل بمجموعة غير مرتبطة بمجموعة ترتیب آخر . هذه المجموعات الستة 


>P > P > > > 
ll 


(жү,х,,к,): 2 <x, <x, > و5‎ <b} 
(х,,х,,х,): 8> وظ > 5 > ي5‎ <b} 
روګنا وکو وکا‎ : a يت > وا > پل‎ <b}. 
وه و5 وبا‎ ( : a <x, يلا2‎ < b) 
ورب‎ X .)ia < x, < x, < x, <b} 
ند نا‎ ٢ل‎ a > و5 > ي5‎ <x% <b} 


1. 


ti 


N 


z 
M H 


3 


1 


í 
{ 
1 
{( 
1 
6 ) 


оу. 


3 


ولنفرض انه تم ترتیب القيم ,د یدید وفق ترتیب تصاعدي . عندئذ فان 


القیم المرتبة المقا بلة لها ستکون ys > b‏ > و > y,‏ > ووهذا يعني أن 
У; = min.(x,,x, х,)‏ 
mid (х,,х,,х,)‏ = ولا 


max.(x,,X,,X,)‏ = ولا 


أن الدوال الثلاث ys‏ دولا دول في هذه Д‏ سوف تعرف تحويل يدي ای 
تقابل عنصر مع عنصر مابين عناصر المجموعات А,‏ وعناصر المجموعة 
<у, <y, <b}‏ إلا > {(у,,у,,у,):а‏ = وهذا يعني أن : 
٠لعناصر‏ المجموعة 4 سوف يكون 


а, = y, یاو‎ = y, ولا = وا‎ 


لمناصر المجموعة À,‏ سوف يكون 


К, = y, ړلاو‎ = y; واو‎ == yy 


لعناصر المجموعة Аз‏ سوف يكون 


ولا = رلم у,‏ = وم ху,‏ 

لعناصر المجموعة ي4 سوف يكون 
у;‏ = یط و ولا = ولاو у;‏ = یلا 

لام الم ةه سوق نت 
y;‏ = وکا y;‏ = ړلو Yi‏ و 

ولعناصر المجموعه پ۸ سوف یکون 
y;‏ = ولو y,‏ = وگ و Xs = y,‏ 


وهذا يعني انه في کل حالة هنالك تحويل من × الى ۷ مما يتطلب الامر 
تحد يد معامل التحويل (جاكوبيان) الذي يمشل بمحدد مصفوفة ذات فرتبة 3×3 
عناصرها تمثل مشتقات جزئية الى x,‏ نسبة إلى إلا . وفی ضوء التقسيم اعلاه سوف 
نحصل على ست معاملات تحويل كل منها يتمثل بالاتي . 


لفك 

















з1=1,2,..,6‏ پټ СЛАГА‏ = ړل 
фу, ду, ду,‏ 
ахз‏ رھ Ox,‏ 
ду, ду, ду,‏ | 
فللمجموعة А,‏ فان 1 0 i‏ 
1۔إ3([إاہنے إ۵ 1 мә фо‏ 
ð 1‏ 19 
وللمجموعة رھ فان 
(ه ! ° 
1= | و | مد 1 سس = |° 0 | һе‏ 
]1 ° 0 


ووفق نفس الاسلوب يمكن حساب بقیة معاملات التحویل مع ملاحظة أن قيمة 
J‏ هي (1+ )او (1 -) الا انه في النتيجة != |,1| . عليه فان 


BUY K 1) او‎ 


و 


= Y t(x) E) Ех.) 1] 


4,18 


٧ fy fy) ya) + Цу, ۱-1) را (ولا)!.(‎ + 1) (۰1) (۰۷ ) 


3 
= ly бу (0۷ ( = 3! 1 Суза <Y, > ولا > ولا‎ > b 
1=t 
عام فان‎ Kis علیہ‎ 


A 
в(у Уур) !غه‎ H Гу) ۵ر‎ <Y, <Y <. SY, < b 


isj 


۷ھ 





ہے ؟: توزيعات слав‏ المرتبة б‏ 


اد اج 


نستفرض فى هذه الفقرة أسلوب اشتقاق الدوال الاحتمالية للاحصاءات المرتبة 


WASA اشتقاق دالة التوزيع العام للقيمة‎ d 


Мз,‏ نشتق دالة القيمة الصغرى у,‏ ودالة القيمة العظمی,ل 


L: А‏ يه 
وسوف نركز الاعتمام 
28 ا k:‏ 


عاب ۴ :١‏ اللتوزیع العام لقيمة المرتبة غلا 


سا Ë‏ الفقرة (v -٠(‏ ان التوزیع المشترك للاحصاءات المرتبة 
A‏ 


57 > وا هو nt n fy)‏ = رایت ولا ل)ع . Мв,‏ يعني 
أنه 1ھ أيجاد التوزیع الحدي Y, ДЫШ‏ من خلال اجراء التکامل لكافة 
المتغیرات الأشرى عدا Y,‏ أن التوزیع الحدي الى Y,‏ معطى بالصيغة التالية : 





п! 


ыз) = ری رس‎ [FF куур ہہ‎ 
۲ -1(۱) -1 


المرهان : 5 





fx f” + 5 5 
вз) = | 2 а! п (у-у, الاب‎ ‚бу, = ду,., 
a ہا سے پر" وھ"‎ A 
8 پل ولا کے لا کات > ولاک رلا>‎ жу «Ы حیث أن‎ 
2 ږل‎ 8 b b و‎ aat 
gO) = f 2 | 7 n! ,لاله لملا‎ |. Ú را‎ 
А 3 0 Уа ورلا‎ о 4 


مواق ف وگ و وا 


OV 








b یع‎ ` b 
[ f(y,)dy, = [ )مه‎ = К, | 


7 y, 


1 و سوه 


=F(b)-F(y,.,)= 1 —F(y,-,) 


-b z 


П f(y).‏ ۱-۳۰ ]اه gl‏ اکا 
i=1‏ 


# 7 4 28-2 


ї 


EY.) 


у, убу... дур. 


1 7 7 š 1 К [ کرت‎ [1 = Ебу, 1000,1) لماك‎ | 


в а وول پل‎ 


1i 


و وه dy,‏ وب .ره 1)(:(۰ п‏ 


لکن 1 


J [1 =F (yn )]1f(y,- )dy,-, 3 1 [1- Е(У, 1) Е (У, -1) 
2 


У 
б 
ولا‎ - 2 


U 1 
mu t 0 ӘР | = -1]ج‎ Fln- F 


2 پر 


2ھ“ ft b n! А‏ پل پل 
s ]1 Fty,-2)1 . H f(y)‏ | 6 | ا | = EY)‏ 7 


زی Уз‏ سا 8 


واا SY‏ نے مه و dy,‏ 


ولو استمرت عمليات التكامل بنفس الاجراء السابق نزولا لغایة الەتغیر؛ +»7 فان 


ду 





: یا 
FONT n 1( ... у, 1,‏ ری 5 Ке‏ 5 امھ 


š ї=1 





k <n 
n! 
a ول‎ P I 
п! . 72 з ولا‎ 
= م‎ ie roor- f a 0 yy, |. 


k 


H EOY). dy, o dy, 
2 





۳ . و‎ e 
А (у, )dy; -f ЯР (у) = [Еу ур: 
= Fiya) - F(a)=F(y,) 
(у) п! ` 
&(У,) = — 2 
7 ETT Ї1—Е(у,)] E iR -F(y;) го. dy, 
ولا تا‎ 


الم د د 
у,)] [e F(y,).f(y;) ву, |‏ ا تح 


буу < _,‏ ۰( )؟ 


==. 


1 


(y,).f z 7 
Ya) (У, ( ولگ‎ = | F(y,).dF(y,) 


а 
а 


2۷۵ 


[Е(У,) Рр 1 1 2‏ کہ 
[Е(у;)]‏ 7 = 5 = 


. Е n! УБ و‎ |: |° 1 2 
(у) = таат! ~F(yJJ' *. ا کے ا‎ | 


k 
п f(y). dyz. у; 


і=3 


ولو استمرث عملیات التکامل بنفس الاجراء السابق صعوداً لغایة المتغیر 


دمعلا فان 
ы 1- ۶)( ۳ ! [Fy O)‏ 
Ba) = Nasr. = ۳)([ ۰ 191 У, (y,‏ 
فاذن I‏ 
[E OO PL HRO) t‏ > 
uiam ٨ ۱ x Ey)‏ )8,0 
ٹا > a<y‏ 


LLI = Ey СУ) 06)‏ ]02 و 


il 


ву.) 


ویلاحظ من (*) ان معامل الدالة ГО)‏ يمثل دالة توزیع ذي الحدين 
بالمعلمتین ((,۳)۷ = 2و1 - 5)مضروبة بالغدد هء 


٢ س٣ - ٠‏ : توزیع القيمة المرتبة الصفری الا 
في حالة اختیارنا 1 = کا فان الصيغة («) تختزل الى الدالة الدالية : 


ву) = n[1 - Еу ۰), رلا > ة:‎ > 


ovy 

















والدالة :8 تمثل الان التوزيع الاحتمالي للقيمة المرتبة الصفری مع ملاحظة | 
ان دوال الاحصاءات المرثبة تبقی تمتلك نفس خصائص دوال الكثافة الاحتمالية من Е‏ 
حيث کونها دوال وحيدة القیمة . موجبقه التکامل حول فضاء تلك القيمة المرتبة 
يجب ان یکون مساويا للواحد Seas‏ للدالة ( ,8)۷ فان : 


lI 


b 
f в, (у, (۷ 


u / 
af ]1 - F(y,)] f(y, (49, | 





4 
п [ [1 - ۴ (رد)‎ ۳ '.dF(y,) 


[E= F(y: P 1 


п а 





= -U- Foo) | 


а 


| = - )]1- ۳ )9( ۳ -]1- ۳)۵([( = -)-1۱(-1 
.F(b)=1 , F(a)=0 حیث أن‎ 


"Ул ل ۲ : توزيع الق لقیمة المرتبة العظمی‎ * ١ 
فان الصيغة )<( تختزل الى الدالة التالية:‎ Кеп حالة اختيارنا‎ à 
Bn) = n[F(y,)] t وو رہ)۶‎ <Y, <b 

ونترك للقاريء البیان ان ау)‏ هي دالة كثافة احتمالية . 

وعلى ضوء التوزيع الاحتمالي للقيمة المرتبة ,لا يتم حساب عزوم التوزيع 
المعرف بالدالة м)‏ وغيرها من الامور ذات العلاقة بالتوزيع ( كالدالة 
التوزيعية . حساب احتمال معين . المنوال . ... الخ ) . فمثلا لتوزيع القيمة العظمى 
فان متوسط التوزيع سيعرف بالشکل التالي : 


م чү,‏ الاحصاء الرياضي ауу‏ 





b 
EY, = f لا‎ Bn (Ya) бу, 
: وان تباين هذا التوزيع سیکون معرفأ بالشکل التالي‎ 
V(Y,) = EY? — )8۷, تر‎ 


. التوزیم المشترك لاي قيمتين مرتبتین‎ : ٤ ل‎ ٠ ٠ 

نكن واه اوس یک روک کوک . > رو > إلا > за‏ ترتیب لقیاسات 
عينة عشوائية قوامها N‏ مسحوبة من مجتمع یلت ۰ > x‏ > 2 . وافرض 
اننا نرغب فى ایجاد التوزيع المشترك للقيمتين ين المرتبتین ,لاءرلاء >1 Bas.‏ 
فان هلا الآمن امک ھن خلال اجراء عمليا ت»" التكامل للتوزيع المشترك 
در بوك[ مر de‏ المتغیرات SW‏ باستثناء المتغيرين ,۷ وارلا 


وکما هو оше‏ بالاتي : 


[Pira 2 : * Е‏ للا و 
f z J 31 пі. П f(y,)dy,...‏ | = (رلاملاارع 
У,‏ و و a а а‏ 


һ=1 
Чу, ур Чу, у Чу, 


وباجراء عمليات التكامل بدءأ بالمتغير ملا نزولاً لغاية المتغير Ya,‏ 
Ыз,‏ بالمتفیر ؛ Yj‏ نزولا لغاية المتغير وميا وبدماً „айз‏ .یلا نزولا RU‏ 
المتغير У,‏ الاسلوب الذي اتبعناه في الفقرة ۰ ۰ ۱-۳) فاندا سوف تحصل 
على : 

او 


(Улу) = FDF LEEY) 
(رلاملااريع‎ лучу на [FOF LEE) 


Еу) р Е FOy ۳) ур) 


гул 





وان م > رر > بو > ۾ . واذا فرضنا ان 


Z = i-1,Z,=j-—-i LZ, s= n ])>Z,+Z,+Z, =n 2 


Z, = 
وان‎ 
F(y)= P, ,F(y,)— Е(у,) = P,,1 - F(y,) = P, 
فان‎ 
P, +P, + Р, =1 9و0‎ 
(n—2)! 


n(n—1) Z Z Z „Рё. 22, Рӯз, f(y). f(y)‏ = (رلاملا)رر8 
نے وه و 


ونلاحظ من الصيغة الاخيرة ان معامل (رر)؟.(بل)؟ يمثل توزيع 


متعدد الحدوده بثلاث متغیرات مضروب بالعدد )0 aln‏ 


وفي ضوء التوزيع المشترك لاي قيمتين مرتبتين یمکن الحصول على عزوم 
التوزيع المشتركة وایة امور اخری ذات علاقة بهذا التوزيع ( كالدالة التوزيعية 
المشتركة , العزوم المشتركة , حساب احتمال مشترك معين ... الخ ) فمثلا لو تطلب 
„у‏ حساب EYY,‏ فان ذلك يتم وفق الاتي : 


b fb 
EYY, = f | УУУ ريك‎ Ye y )dydy, 
а а 





كذلك فان 
EY,Y, — ЕҮ,.БҮ,‏ = زرلا ,¥( ay = Cov‏ 
وهذا يعني اغ 
2 
معامل الارتباط بين القيمتين الرتبتین үү‏ هو لس رم 
бүт,‏ 


ا ۳ے ۵ : مثال 

افرض ان Xa X,‏ وک Xp Xa‏ تمثل قیاسات عينة عشوائية مسحوبة من 
مجتمع ذا توزيع پیثا بالمعلمتین 2 - »,1 = م .وافرض ان 

: ولا بمثل الترتيبالتصاعدي لقیاسات هذه العينة . جد‎ > Y, > ول‎ > Y, > Y, 


2۷۹ 











أت وزيم القيمة العظمى ثم احسب توقع هذه القيمة 

ب توزيع القيمة الصغرى ثم احسب (02 > (Y,‏ ,۴ . 

ج - توزيع القيمة الوسطى ثم جد تباین هذه القيمة . 

د التوزيع المشترك الى ولا ,يلا ثم جد معامل الارتباط بينهما . 


الحل : حيث ان X ~ beta(2,1)‏ فاذن : 
<x > 1‏ 0 22 ند (2) ۳ ,25 (x)=‏ 


: وهذا يعني أن‎ 
(у) = 2у,,Е(у,) = уг, = у كم‎ 


عليه فان : 
أ توزيع القيمة العظمى هو : 


1< ولا > a 10y5,0‏ پ2 *[ ۷5 ] 5 = (ys)‏ و8 

Р 1 10 

EY, = ۱۵ | وول "ار‎ = [у عم[‎ — 
К 11 11 


ب - توزيع القيمة الصفری هو : 


1< ہو > 0 کرڑر- 1( Oy,‏ = روه . *[ (уу) = S1 - yf‏ رو 


0۰2 
dy,‏ کر yr‏ - 1) لا 3 = )02 < P. (Y,‏ 
0 
5 سے 9:2[ y?)‏ — 1( — = 
ج - توزیع القيمة الوسطی هو : 


و29 ۰ 17 Pis уз‏ ا یں = (ولااوق 


= 603 (1 — y) :0 > ولا‎ > 1 


ел. 





ويترك للقاریء حساب (ولا) ۰۷ 
د التوزيع الشترك ال يلا ملا 


هو + 
هو : 


| 51 _ 
824 (У››у„) = ara وو ا‎ eI = y4]. (2y, )(2у,) 


1< ہے پر > ۵: ڑڑر- 1]1 ۱ - [y4‏ ,48032 = 


ونترك للقاريء حساب “P24‏ 


٠‏ د 4 : توزيعات دوال الاحصاءات المرتبة 

è‏ هذه الفقرةسوف نستعرض توزيعات دوال الاحصاءات الرتبة ( اي توزيعات 
تلك الدوال التي تعتمد على القیم ألرتبة ) وفيما یخص الامر ب الوسيط , الدی . 
منتصف الدی . الدی القياسي . 


:١ b ٠0‏ تعاریف 


قبيل الدخول في موضوع توزیعات: دوال الاحصاءات الرتبة لابد من اعطاء 
تعریف لکل منهوم من الفاهیم الاربعة الواردة اعلاه . ناذا کان 
.< ولا > ,۷ > ٥‏ یمثل الترتیب التصاعدي لقیاسات غينة مسحوبة 


- > لا‎ <b 
ووفق هذه العطیات‎ Хора <x<b,f(x) من مجتمع بدالة كثافة احتمالية‎ 
: یمکن تعریف هذه الفاهیم على النحو التالي‎ 


Median الوسيط‎ ١ 
يعرف الوسيط بانه تلك القيمة من قيم العينة الرتبة تصاعد يأ ( او تنازلیاً ) التي‎ 
تقسم مجموعة القيم الرتبة الى قسمين متساویین بحيث ان نصف القیم الرتبة تقع الى‎ 
ые فردي‎ әле n يمينها والنصف الاخر تقع إلى يسارها . اذا كان عدد القيم‎ 
в فان الوسيط يمثل القیمالرتبة ذات التسلسل 1(/2 + «). اما اذا كان عدد القیم‎ 
عدد زوجي فان الوسيط يمثل الوسط الحسابي للقيمتين المرتبتين ذات التسلسل‎ 

: يبين موقع الوسيط لکل حاله‎ )١ ١ ( والشكل‎ '(n/2)+1,n/2 


aM 


x—  — ها و هه و و و‎ E s 


А 77 2‏ کے у hh‏ و 


а y, ړو‎ TTT Ye Yes ټسټ‎ y, b 


k =n/2 , عده زوجي‎ n 


الشكل ( )١-٠‏ توضيح لوقع الوسیط 


ےسب ہد 





Range GL m X 

یعرف الدی يان الفرق مابين اکبر قيمة في الجموعة الرتبة واصفر قيمة فیها . 
فاذا کان ۸ يمثل المدى فان .R=Y —Y,‏ 
٣‏ منتصف المدى Mid-Range‏ 

يعرف منتصف الدی بانه متوسط АД‏ بین ,۷.,۷ لجموعة قیم 


مرتبة . فاذا کان M‏ یمثل منتصف الدی فان ‚М =(Y, +Y,)/2‏ 


6 الدی القیاسي Range‏ 81006011760 


لتکن ,×,..,ر×, ,× تمثل قیاسات ае‏ عشوائية من N(0,1)‏ . 
وان R‏ يمثل الدی لهذه القياسات بعد ترتیبها تصاعدیا لیکن رمرم ۷ 


ویفرض ان ۷۶ مستقل عن قیاسات العينة فان S=R/(vjm)2‏ یسمی 
المدى القياسي . 


ол 





Distribution of median ا - ۲: توزيع الوسیط‎ 


سا تكن د ردي فاك کر هو 1(/2 + ) K=‏ 
وهذا يعني بعتي أن EA ss‏ اقساسات العينة يمثل الدالة (ж)‏ المنوه عنها في نها ية 
الفقرة ( TT‏ 
لقع A‏ >( يمثل عملية ایجاد توزيع الوسيط للعينة المحوبة من 
(х) = 21‏ 

إما اذا كانت n‏ عدداً زوجياً ذلك بتطلب Зу‏ حساب التوزیع الشترك 

للقيمتين المرتبتين نات التسلسل 2/2 i,‏ +(2/2) اي التوزیع الشترك الى 
-K = 1/2, Yao Y,‏ ات K ке‏ :1۱,8 + 1 ح نی 
التوزیع الشترك ( оу (У,у,‏ عنه في نهاية الفقرة ( «- *- 4). 
وهذا يعني ان : 
п!‏ 


۳۹ „ГЕ 1-1 
ECY Irai) (к ا(ا -ا-م).!(1-‎ [ (у,)] 


[1 Е (ур) PEE) EO) 


) اساس التحویل ( حسب تعر یف الوسیط‎ deg Хә, 


Z= (y +Y. (2‏ حیث z‏ تعني الوسيط للعينة » Ж...‏ استنتاج التوزيع 


الاحتمالي إلى Z‏ وكما هو жэ‏ بالاتي : 
و + + y,‏ 
2 


Z= >a<Z<b—a 


وبفرض أن 
9-7 > ۷ > ۷,۵ وه V=}‏ 
ОЎУ, +, = 22 - v‏ معامل التحویل ( جاکوبیان ) 


وان 


олт 














07 ду 0 1 
J = = = -2—|J| = 2 
2 — 
ду, .; ду, 
07 ду 
فاذن‎ 
в(®,у) = 8) لا‎ ( [ Д 
АЕ? 
لا‎ 0٥ 
2n! _ 
“g(t, y) س د‎ [Е(У) К" 


(к= 1) (п-к 1)! 
[1 ۶)2 — у.н). (22 v) 
عليه فان‎ 
20! 


9-۶ 
= ) 9) F.. 
8(2)= уан 1 


]1 - ۳ (2z — VF ا نل‎ ۰۲۸22 — ۷ 


; Distribution of Range اک ۲ + توزيم الدی‎ 

لاحظنا ان الدی ,۷ - ,¥ = R‏ وبهدف تحدید التوزیم الاحتمالی Rdl‏ 
پتوجب اولاً ایجاد التوزیع الشترك بين ҮҮ,‏ . ان التوزیسع المشسترك 
(علادولا) ورك یمکن الحصول عليه من خلال التعويض عن j‏ ب 1 وعن j‏ ب 8 في 
دالة التوزيع المشترك التي حصلنا عليها في الفقرة ( 5 .)٤-٣‏ اي ان 


n(n - DEE Op) = F(y,)]) A) EO)‏ = (ډ لل ایج 
а<у, <J, >‏ 


۵۸5٤ 








ان y, = z‏ فان 2 + 8 و علیه فان معامل التحويل ( جاکوبیان ) [ هو 


وحیث R۴ = у-у О‏ فان ۾ - 9 > 8 > 0. وبفرض ان پوس 2 اي 





ду, ду, 
ôR д7, 
9 i 
J- ду, ду, =-1>ļ|J|=1 

1 1:۰ لكل 
فاذن ' | ôR êz‏ 
Е(К,2) = в(у,,у,)] ۳1‏ 

ورو 

2+ کی 


п(п- 1)[Е(8 + 2) - F(Z) ACZ) fR + 2(‏ = (2,)ع 


عليه فان : 


ь-д 
g(R)= n(n -1( | [F(R + Z) - F(Z) J? iZ). РОВ عه(‎ 


в 


[жа سجس‎ АН ИНЕ 
а ولا‎ Yn b 


إا > ا 


R 


الشكل ( (Y - ١‏ توضيح للقيم المکنة إلى 2,۸. 
مثال : افرض ان ,X,,X,‏ ور تمثل عينة عشوائية من توزیع Ue‏ بالمعلمتين 


2 1,8 -8ء وان ү < Y, > Y,‏ يمثل ترتیب قیاسات هذه العينة . 


әлә 


f(x) =2x;0<x<1  ع(‎ = х2 ان‎ 


هنا یعنی ان 


EO) = y, ۴ )۷,( ولا > ولا > إلا >0 کرے‎ > 1 
ПЕ) =2Z,f(R +2) = 218 + Z) 


F(Z)=Z2,F(R + 2( = )8 + 5(2 


1 - 
gR) =33-1)| [(R+ ZË- 221.02212138 + Z)jdz 


0 


٩] - R 
= 24 Í Z(R + Z)(R + 282( عل‎ 
0 


فتح الاقواس واجراء عملية التكامل نحصل على 
وبسح اافواس و 1< > 0: RJ‏ 1) 128 = () و 


ویتضح من هذا الثال ان (2,3) O . В ~ beta‏ 3 ع 28 = » 





n ہا‎ © 

а + В 5 
V(R) af اہ‎ 
(u + 8) (a +ñ + 1) 25 


Distribution of mid-range و توزيع منتصف الدی‎ E А 


لاحظنا من تعريف منتصف الدى M‏ ان ۷,(/2 + ,۷) = 34 . ولغرض 
ایجاد التوزيع الاحتمالی الى M‏ يتوجب ЗУ‏ ایجاد التوزيع الشترك Y Yd‏ 


هذا التوزيع سبق وان وجدناه في الفقرة السابقة وكان : 


әла 








g (уу, = аба DEE O) Fy JF Ey, )-Г(у„) 
الان‎ 


Y, t ولا‎ 
ٹہ‎ +a < M <b —a 





М = 


وبفرض ان إلا = ۷ فان ۷ = ہلا . عليه فان -V‏ 2۸4 > ,و وان 
-M‏ ا > V‏ > و وان معامل التحویل J‏ هو : 


ду, ду, 
гм ду 
0 1 
j= = е=-2ә]}=2 
ду, Фу, 2 -1 
дм av 
عليه فان‎ 
۵ ) 2۱۷ ( = ا,لاءدر()ع‎ ۰13 | 
т-у 


ЗЕМ, М) = 28 ه)‎ 1)[Е(2М — V) - F(V) P.V). 
t(2M — У) 


b- M 
ЕСМ ) = 2n(n - 1) f [F(2M - V)- ۷ ( ۰ 
j У) (2м — V ۷ 
جد توزيع منتصف المدى‎ )۲ — t 5 ( مثال : لعطیات الثال الوارد في الفقرة‎ 
: الحل‎ 
У) =2V,f(2M — V) = 2) 206 — V) 


F(V) =V? ,F(2M— V)=(2M - ۷( :0 > 7> 1 M, 
0 > 14 > 1 


ёду 








0 1 - M ۳ 5 1 
دن مور‎ f ` [(2M - уу-у]. 
0 


)2۷ ( ]2 )23 - ۲۷ 


1-м 
- | V(2M - V)[(2M - V}? — ۷ 


0 


وپفتح الاقواس واجراء عملية التکامل نحصل على : 
8(M)=48M[(3M - i)(1-M)P;0<M<1‏ 


w‏ ٤۔٥‏ : توزيع الدی القیاسی 
Distribution of studentized range |‏ 


من تعريف الدی القیاسی لاحظنا ان : 





شه نم 
‚У Xim) ۰۷ > ©‏ 


بشکل عام فان مه > R‏ > 0 لاي توزيع احتمالي معرفة قيمة في الفترة 
ко [‏ @— ] وهذا يعني ان س > 8 > 0 . وبغية حساب التوزیع الاحتمالي 
للمتغير S‏ يتوجب اول ايجاد التوزيع الشترك الى R‏ و ۷. اي ٠ 8)8R,۷(‏ 
وحيث ان ۷ مستقل عن قياسات العینة X,‏ فذلك يعني ان ۷ مستقل عن ۸. لذا 
فان (۷) رع „кү ) = 8, (R)‏ وان B(R)‏ معرفة في الفقرة ( ٠‏ 
{т ٤‏ الان بفرض ان ص/۷ = س فان يې ٠ SER‏ عليه فان 


کې RS‏ وان س = ۷. وحيت ان مه > ۷ > 0 فان " ص > تن > 9 


ان معامل التحویل و هو : 


OMA 


























0 ôR — 5 | 
۷ ثا‎ = 
5 
j= 8 9 = уч =m J u 
3۷ 
| DA چ‎ 9 m А =. 
05 ди _ |е m Ju 
7108,0) = 8(8,У)] _ ار‎ 
R=SV u 
V = mu 


(8,0) = بع‎ (S / u )-ё;,(шш).т Ju 


(SY u ).g (mu). J ú du,S > 0‏ | رقف 
0 


ان الدالة f(8)‏ تسمی دالة التوزیع الاحتمالي للمدی القياسي . وبشکل 
خاص اذ كان N(01)‏ ل × ان (×)# تمثل الدالة الاحتمالية الى x‏ وان 
(زر) ې تمثل الدالة التوزیعیة لهذا التغیر فان : 


g(R)=n(n— of [OIR + 2(- (Z)? (Z).ġ(Z) 


.é(R + 2( 2 


ومنها ( ووفق نفس الاسلوب التبع اعلاه ) نصل الى 
т | g (S 4/ u ).g. (mu). J u du,S > 0‏ -(۲)5 
0 
ان الدالة )8({ بصيغتها العتمدة على N(01)‏ هي الشائعة الاستخدام 3 
بعض تطبيقات النظرية الاحصائية وخصوصاً في موضوعي اختبار الفرضيات وبناء 
حدود الثقة . وف هذه الحالة يقال ان المتغير العشوائي s‏ يتوزع كتوزيع المدى 


القياسى بدرجتی حرية m n‏ بدالة كثافة احتمالية (4)5. وقد تم بناء 


4۸% 


جداول خاصة ( لاحظ الجدول А‏ ملحق ب ) بهذا التوزیع تبين قيم 5 النظرية عند 
مستوی معنوية و وبدرجتی حرية оп‏ بو. فاذا كانت Spala)‏ تمثل قيمة 
SAN‏ القياسي عند درجتی حرية шп‏ ومستوی معنوية а‏ فان هذه القيمة 
تحقق المادلة التكاملية التالية , 


f f(S)dS = a = P, (S > ٩, ((ه)‎ 
5 нб 


п.т 9 


Р,(5 > Spn (4)) = 1 -0 اوان‎ 


فمثلا قيمة Sos‏ التي تعطي احتمال متراکم قدره 0.95 هي 6.80 اي أن 
P. (S > 680) = 095‏ 
أو ان 


P, (S > 680) = 005 


ویلاحظ من جداول هذا التوز 


تتطلب وجود عينة عشوائية عدد قياساتها لايقل عن قياستين . 


بع ان 2 < ھ بسبب ان عملية حاب RSA‏ 


مثال : افرض ان Х.Х,‏ تمثل عينة مسحوبة من N(01)‏ وان 
Y, > Y,‏ يمثل الترتيب التصاعدي لهاتين القیاستین . لیکن نوت سے 
التوز یع الاحتمالي للمدی القیاسی . 


: : ى الثال ان : 
الحل : _ واضح من معطيات امال v‏ 


1 
2 


1 = کی‎ Š 1 w 
ф(х) = سح يچ = () 9 , 8 سس‎ ‚Чу 
له‎ 7 -æ لہ‎ 27 


2 





وان 


юре 
юре 


1 
Е{У)= ۷ е VAN 0ج‎ 


24. 


فاذن 








PR 1 - ЫРЫ 1 24 22 
د وس = (2 )م‎ ,Ф(Е +2) = و سب‎ а 
У 21 М 7 

f © 
да) =2 | ¢(Z).¢(R + Z)dz 


1 1 
1 ю 1012 _ ` يږي‎ 
e 2 2 42 


1 1 1 
1 901 کے ہے پد مين‎ ГЕНЫ 
ہے‎ е? š 2 dz 
т 


وباکمال الریع للکمیة داخل القوسين نحصل على ؛ 


| ЖИЫ هم م تو‎ -z+ L ع‎ 
g(R)= —е کت‎ е ` dz 
7 


-o 


E اکا‎ 
لاحت‎ J e و2۱0‎ / dz 


واذا فرضنا التحويل التالي ؛ 
R‏ — یس б 1 аР‏ 
y = / 2 (2+2)‏ فان 02 2 ي = dyol Чу‏ س = 42علیه فان 

У 2 2 


1 
g(R)= — 


۷2× - ° 





۱ 








والتکامل فی الصیفة الاخيرة مساو الى 27 / . فاذن 





والدالة الاخيرة تمثل التوزیع الاحتمالی للمدى في هذه العينة . عليه فان 


Ыз) -af 8, (sy u رو(‎ (mu). y и du 


0 





i‏ وان 














: حیث ان‎ 
سے‎ 3 
ns СГ "ملت‎ 
828 دل‎ У я 
1 „М. کر‎ 
g (mu) = و‎ )۷([ = ry ĉe ?;m=l 
u= ти y 2r 
: =] و کے‎ 1 Si حا لته‎ 
يوو‎ Ë وت‎ ٠. u du 
л 
1 ° lga- lu 
سس‎ Г. 3 2 du 
У Ж ° 
1 9 1 
ii == f e€ фу, д = — + 0۳ 
/ 2 л о 2 4 
= 1 
= [еар = 25 
4 2 7 1 T 











`. f(S) — 
zem 
1 
])8( = ٩ ,8 < 0 
т 1 
жр =) 
2ل‎ : 
. أن الدالة (۴)8 تسمی دالة التوزیع الاحتمالي للمدى القياسي 8 لهذه العيلة‎ 
: ويلاحظ أن‎ 
f f(S)ds = У | ° — 
л 4 1 
8 Š (1+ =s ) 
2 
فاذن‎ т за > 
eS. y>0,ds=/ 2 dy,8= /2 уо Ж i 
2 : 


/ 2 dy 
М د‎ (= 2 f" 4 
۱ ۲)8 ( ول‎ = V | š = | 4 
р 1 + ۶ л 1+ у? 


0 1 0 0 
1 dy ۳۲ dy 
z ,رك‎ 1+ Joo абур ” 


hay‏ ان التكامل الاخير يمثل تکامل دالة توزیع کوشي العياري حول فضاء 
adl‏ ۷ وكأن -Y ~ cauchy(0,1)‏ 


24 
f‏ ر ۸ الاحصاء الرياضي 























تمارین 





£ Y ار‎ 
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افرض ان پک مو درک × تمثل قیاسات عينة عشوائية مسحوبة 
من مجتمع بدالة كثافة احتمالية 1> ×> 37:0 = f(x)‏ جد 
أ دالة التوزيع الاحتمالي لاصفر قيمة من قيم هذه العينة ثم جد 
متوسطھا . | 

ب - دالة آلتوزیم الاحتمالی لاكبر قيمة من قيم هذه العينة ثم جد 
تباینها . 

> — دالة التوزیع الاحتمالي الشترك Ye оу‏ ,و۷ ثم جد -Paz‏ 
د دالة التوزیم الاحتمالي لدی هذه العينة ثم جد تباین الدی . 


: لتکن Xp Xy ху, Хх, х,‏ تمثل قياسات عينة عشوائیة مسحو بة 


من مجتمع ذا توزيع اسي بالعلمقا ‏ 6. جد مايلي : 
أ دالة التوزیع الاحتمالي لاصفر قيمة من قیم‌هذه العینة ثم جد تباینها. ` 
ب - دالة التوزیم الاحتمالي لاکبر قيمة من قيم هذه العينة ثم جد 


Кат 


متوسصها . 
ج ‏ دالة التوزیع الاحتمالي لوسيط هذه العينة ثم جد القيمة التوقعة 
للوسيط . 


د دالة التوزیع الاحتمالي دی هذه العينة ثم جد القيمة التوقعة للمدی 


, لمعطيات السؤال الاول . جد التوزيع الاحتمالي لوسیط هذه العينة ثم جد 


متوسط وتباين الوسيط . 


+ افرض أن ХХХ,‏ تمثل قياسات عينة مسحوبة من مجتمع بدالة 


احتمالية 1 > × > 2:0 = (۸)) وافرض ان Z‏ يمثل الوسيط لهذه 


.P,[ min (X,) >Z] العينة . جد‎ 


: أفرض أن ۸ يمثل المدى لقياسات عينة عشوائية قوامها 4 مسحوبة من 


a а Р‏ شی 1١‏ که 
مجتمع ذا توزيع منتظم على الفترة (0,1). جد P.| R > E.‏ ثم 


.V (R), ER جد‎ 


٦ -‏ لتکن ХХХ,‏ تمثل قیاسات عينة مسحوبة من مجتمع ذي توزیع 
منتظم على الفترة (0,1). جد . 
أ التوزیع الاحتمالي لنتصف آلدی لهده العينة ثم جد متوسطةوتیاینە . 
تن التوزیع الاحتمالي للمدی القياسي لهذه العينة تم جد متوسطه 
وتباینه . 
۳ ۷: لتکن ولا > ,۷ تمثل قیاستین مسحوبتین من (*0,0) N‏ بین ان 
.EY, = ~o f т‏ 
- ۸: افرض ان Y, > Y,‏ > ولا > Y, > Y,‏ تيكل القیم الرتبة 
لعينة عشوائية مسحوبة من مجتمع ذا توزيع بيتا بالعلمتین 3= », 
1 = 8 . وافرض ان ,۷/۷ > ,¥4,2 = و2. بين ان Z,‏ مستقل 
عن و2 
_١‏ ۹: لعطيات السوال ( ١‏ ه ). جد مايلي : 
أ صيفة للعزم ذات الرتبة کا حول نقطة الاصل الى . 
پا جد النوال في التوزيع الاحتمالي к‏ 
ج _ جد الدالة التوزيعية الى R‏ ثم احسب قيمة (0:25 < P. (R‏ 
د جد الوسيط في التوزيع الاحتمالي الى #. 
٠‏ 00 لتوزیع القيمة العظمى (م() в,‏ . برهن ان الوسيط لهذا التوزيع هو 


العدد M‏ الذي يحقق : 
05 يڼ F(M)=‏ 





683 








QM Go 





اليك 


الفصل الحادي عشر 
مقدمة في نظرية التقدیر 


ان لنظریة التقدير ( التخمين ( Theory of estimation‏ أهمية 55 Š‏ 
تطبیقات التظرية الاحصائية في الجوالب العملية . ومن وجهة نظر احصائية =š‏ 
غلماء الاحصاء النظرية الاحصائية الى قسمین رئیسین هما الاحصاء الوصفي 

Descriptive Statistics‏ الذي بهتم عادة : باصول وقواعد جمع البيانات 

والمعلومات عن ظاهرة Ras‏ أو مجموعة ظواهر والتركيز على عملية: تصنيف 
وتبويب وعرض هذه البيانات وحساب بعض المؤشرات الاحصائية التي تخص معالم 
ذلك المجتمع الذي تم جمع البيانات من. مفرداته سواء كان ذلك عن طريق التعداد 
الشانل لكافة مفردات المجتمع او عن طريق عينة مختارة منه . اما القسم الثاني فهو 
الاحصاء الاستدلالی Inferential Statistics‏ الذي يهتم باصول وقواعد 
حساب افضل 2 تقد برات لمعالم المجتمع من خلال نظریة التقد بر اختبار 
الفرضيات | لخاصة بتلك المعالم ( الذي سیاتی ذکرہ و ق الفصل القادم ) . 


وبشكل عام یمکن النظر الى نظرية التقدیر على انها جزئين متکاملین الأول" 
дь‏ بالبحث عن افضل تقدير ( مخمن ) لمعلمة مجهولة تخص ше‏ 
ما پسمی « التقدیر بنقطة » “Point estimation”‏ في حين ان الجزء ١‏ 
پيتم بالبحث عن افضل فترة د يمكن حصر قيمة المعلمة المجهولة خلالها . وهذا б‏ 
ما یسمی « لتقد ير بفترة » “Interval estimation”‏ وسوف يتم التطرق لکل 
الکتاب کون ان القاريء سوف يدرس وبشكل مفصل هذه النظریة في مرحلة لاحقة 
وان هدفنا عرض هذا الفصل هو تعریف القاریء بهذه النظرية دون الدخول 8 





Point Estimation التقدير بنقطة‎ : ۱-۰ 


ان الهدف الاساس من هذه الفقرة هو استعراض لاهم الخواص التي يجب ان 
تتوفر فى تقدیر  Estimator‏ معين کی یمکننا اعتبار ذلك التقدیر « افضل 
تقد یر » من بين جملة تقدیرات اخری متاحة فیما پخص معلمة ( أو جملة معالم ) 
مجهولة تخص مجتمع احصائي معين . کان تکون هذه المعلمة مثلاً متوسط عمر 
الطالب في جامعة الموصل ( کمجتمع احصائي ) . متوسط انتاچية الدونم الواحد من 
الحنطة في المحافظات الشمالية من العراق ( کمجتمع احصائي ) وغیرها من الامثلة 
الاخرى . وبالتأكيد فان Ыш‏ حساب قيمة عددية لتلك المعلمة ( او المعالم ) من 
خلال الحصر الشامل لكافة مفردات المجتمع الاحصائي كاملة تقودنا الى القيمة 
الحقيقية لتلك المعلمة الامر الذي لا يقتضي التطرق لنظرية التقدیر . الا ان مسألة 
حساب تلك القيمة من خلال الحصر الشامل يبدو امر ثبه مستحیل لاعتبارات تتعلق 
پتکالیف الحصر الغامل من حيث المستلزمات المادية والبشرية والزمن اللازم 
لذلك . اضف الى ذلك انه في احوال کثيرة یتعذر حصر مفردات المجتمع الاحصائي 
كاملة كونه مجتمغ غير محدود ( كمجتمع الاسماك في بحيرة معينة ) , ( مجتمع 
كريات الدم الحمراء في جسم الاننان ) وغيرها من الامثلة كذلك في اختبارات 
السيطرة على نوعية الانتاج فان الامر يتطلب في احوال كثيرة تدمير الانتاج بهدف 
التعرف على نوعيته على سبيل المثال الاختبارات الخاصة بالعيارات النارية 
والقنا بل . الاختبارات الخاصة بفحص نوعية الغزل القطني المنتج في مصنع للغزل 
واللسیج وغيرها من الامثلة . 

وعلی ضوء ما تقدم فان الاسلوب الامثل البدیل للحصر الشامل هو اسلوب 


المینات الذي يضمن توفيرأ في الوقت والجهد والمال المبذولة في الحصر الشامل اضافة 
إلى كونه الاسلوب الانسب في حالة المجتمعات غير المحدودة . 

ان استخدام اسلوب العينات في حساب قيمة عددية لمعلمة ( أو مجموعة معالم ) 
تخص مجتمع الدراسة يعني الحصول على تقدير ( أو مجموعة تقد يرات ) غير مساو 
لقيمة المعلمة الحقيقية . فقد تكون قيمة التقد پر اكبر من قيمة المعلمة أو اقل منها 
وذلك امر ناجم بسبب استخدامنا لجزء من المعلومات المتاحة في ذلك المجتمع . 

وکما سبق ذكره فی الفقرة ( ۲-۱-۸ ) فان التقدير المستحصل عليه من العينة 
بعتبر هو الاخر بحكم متغير عشوائي بسبب اختلاف قيمته من عينة لاخری ممكنة 


ee 


السحب من ذلك المجتمع . فعلى فرض أن X,‏ ود Xp Kas‏ تمثل قیاسات 
عينة عشوائية ذات حجم 1 مسحوبة من مجتمع پدالة کتلة احتمالية 
р(х)‏ او ДЬ‏ كثافة احتمالية f(x0)‏ . حیث ان 0 تمثل معلمة 
تخص وتشخص ذلك المجتمع . وانتا نرغب وعلى أساس قیاسات هذه العينة الوصول 
الى افضل تقدیر ممکن الى ۵ مثل 0 . فمثلاً اذا كانت هذه العينة مسحوبة من 
مجتمع ذي توزیع پواسون بالمعلمة ۸ فان الامر منصب على تقدیر افضل قيمة 
عددية .ممكنة الى 6-2 . واذا كانت هله العينة مسحوبة من 
Niao?)‏ فان الامر سيكون منصب على تقدير افضل قيمة عندية لکل من 
بم = ,#4 وه = ,© . أن التقدير 0 سبق وان اسميناه في الفقرة (۸- ١‏ ؟) 
مؤشر الاحصائي Statistic‏ وهو دالة بدلالة قياسات العينة لایعتمد على 
معلمة (او معالم ) التوزیع . أي ان ЕИ‏ 
يعتبر هو الاخر بحکممتفیر عشوائي يسلك وفق ДЬ‏ کتلة أو كثافة احتمالیة معينة 
تعتمد بطبيعة الحال على حجم العينة 9 والتوزيع الاحتمالي للمتغير العشوائی × . 


ان المبدأ العام لنظرية التقدير بنقطة ہو التوصل الى افضل تقدير best‏ 
estimator‏ من بين جملة تقديرات اخرى ممكنة بحيث ان هذا التقدير يكون 
اقرب ما يمكن لقيمة المعلمة 6 المطلوب تقديرها. وبغية اعتبار هذا التقدير 
كافضل تقدير ممكن فان ذلك يتطلب صفات معينة يتوجب توفرها في ذلك : 
التقدیر کی يسمح لنا ذلك تسمية ۵ تقدیر جید . هذه الصفات ھی الاتي : | 


. | 
۱ے ١ے‏ ۱ : الاتساق Consistency‏ | 


افرض ان б,‏ يمثل تقدير للمعلمة. 4 على اماس عينة عشوائية قوامها 8 
مسحوبة من مجتمع معرف بدالة كتلة احتمالية POLO)‏ أو دالة كثافة احتمالية 
Хе. fxe)‏ يقال ان ,9 هو تقدیر متسق للمعلمة ۵ اذا كان ,۵ ۱ 
متقارب بالاحتمال من ۵ عندما « أي cd‏ م [Р‏ عندما | 
وه Мау. пэ‏ يعني أن > Е‏ ` 


lm Р, (|6, 6| > 2) = 0 ve>0 


مد مم 


a oal‏ تا 
و 6)=1= 0 СР (lim‏ 


п 





اعت шы‏ شا Jes‏ احتمال حدوث فرق مطلق بین ,66 
يتضاءل تدریجیاً عندما يزداد حجم المينة D‏ نحو эе‏ كبير جدأ ( نظریاً "Сео‏ 


مثال (۱): افرض ان پا و وو وو تمثل قياسات عينة عشوائية 


6 ۱ 1 ۱ 
مسحوبة من توزيع پواسون بالمعلمة 4 . لیکن уш эор,‏ یمثل الوسط 


الحسابي ليذه العينة . بین ان X,‏ ہو تقدیر مسق الى A‏ 


الحل : 
واضح هنا أن م = 8 وان x,‏ = ,۰6 کذلك وحیث ان Хох АЛА‏ 
تمثل قياسات عينة عشوائية فذلك يعنى انها بحكم متغیرات عشوائية مستقلة ذات 
نفس التوزيع آي أن : 
X, ~ Poisson (A) ,1 = KASS‏ 


۲ саа 
боз وان > = (,7)5 عليه واستناداً لمتباينة تشيبيشيف‎ 
8 


: <0 





P (|x, - 2 | < له‎ > 


فاذن 





= 4 
lm Р. (|x, - ۸| < زع‎ > lim = 0 
пә о n— مہ‎ ne? 


وحیث ان الاحتمال لا یمکن ان يكون قيمة سالبة فاذن : 


lim P,(|x,-A4|>e)=0 
وھذا يعني ان‎ 


. P (lm X =4)=1 


пэ ص‎ 


ي ان x,‏ تقدیر متسق Ad‏ 


5 


مثال (؟): افرض أن Xis Kas X,‏ تمثل قياسات عینة عشوائية 


سحوبق من Моё)‏ ۔ لیکن x‏ بد)2 ے دچ يمثل تباین 





п – 1‏ 
قیاسات هه ه. ААЙ‏ :بین ان ۰ 88 هو تقدیر متسق ا 02. 


EET Јал 
فان‎ )۷ -١-۹( للفقرة‎ Ыш, -Ó = 51,0 = واضے ہنا ان ثم‎ 





20° ے روپ . عليه وحسب متباينة تشيبيشيف ٠‏ 
К а 21‏ ای л РДУ‏ 
si‏ 20 ۲ ; 
Р (|52 — < ۵( <  —— e> 0" 7‏ 
E‏ کت وو ور 
فاذن ` 
I 20% 75‏ 5 7 
lim P = >&)< lim — =‏ 
S‏ میں سج ہت 
وھذا يعني ان 


1 ے رمم - 82 lim‏ ),۶ 


по 


مما تقدم نلاحظ ان صفة الاتساق هي صفة غاية limit‏ تعبر عن سلوك 
التقدير ,0 عندما يزداد حجم العينة نحو عدد كبير ( نظريا (о‏ وهذا يعني 
ان هذه الصفة لیس لها أي معنى: في:جالة کون п‏ محدودة كذلك وبافتراض ان 
7 تقد پر متسق إلى م فانه في ذات الوقت يوجد عدد غير منته من تقدپرات 
ممائلة الى 8٠.‏ تعتبر lah‏ تقدیرات متسقة الى ө‏ . فمثلاً التقديرات б,‏ 
پوس “п‏ 


8 0 





وا ثوابت خقيقية . هي ايضأ تقد يرات متسقة الى 6 . 


: مثال ( ۲ )۰ افرض ان په یمثل تقدير مسق للمعلمة в‏ في( )۱۲ 
езү‏ اا هس وو р‏ 1 
وافرض ان ںہ = ,چ ۰ بین ان g,‏ تقدير متسق ألى HB‏ 
و 





м. 


الحل : 
استداداً لمتباينة تشیبیشسف یت 


۷ 
ے(ھ<امر-ےٍ8|),ط‎ ы, 





0 > 6 , س 
8 


n-a Y 7 دغه ا بیو کے‎ ٩ 
۷ ) (بع‎ = F (х) =. кыл زان‎ 


п -۔‎ а J а? 


п- 6; ne 





lim P (|в - | > e) > lim ( 


n+ وه‎ п о 


n-a ۱ تم‎ 1-аја \ о 
lim = _ .—-— = lim | —— .— . |. lim -—=0 
8-9 ne? 1-6 


n— وہ‎ n> و‎ 





lm Р, (|g, = «| >8) = 0 


о‏ + ور 


P,(lim „=н)=1 


п 0 


ويلاحظ من معطيات المثال ۳۱ ) ان التقدير ال تسق لا پتصف بصفة 
الوحدانية حيث انه يوجد في ذات الوقت эде‏ غير منته من التقدپرات المتسقة 


لنفس المعلمة کل منیا بتحدد من خلال تخصیص قيمة لکل من „ba‏ 


Unbiasedness عدم التحيز‎ : ۲ ١-١ 


2 
لاحظنا في الفقرة السابقة ان صفة الاتساق هي صفة غاية ؟ تعبر عن سلوك ,6 
عندما ته 8٠‏ . وعلى العكس من ذلك فان صفة عدم التحيز تقترن بحالة п‏ 


عدد محدود 


a ^ 
1м 


يقال ان ,8 تقدير غير متحيز الى ۵ اذا کان 8 = EB‏ هذه الصفة تعنی 
ان القيمة المتوقعة للتقد یر 7 تساوي قيمة المعلمة 0 . أو بنعنی آخر فان هذه 
الصفة تعلی ان a‏ متوسط «قيم التقدیرات المستحصل علیها من كافة العیدات к‏ 
السحب من المجتمع فیما يخص المعلمة £ يجب | ان ریکون ناويا ای 6 . 


اد 
كان эзе‏ تلك العینات هو وان бб‏ تل 2 هذه 


f 


العينات للمعلمة ۵ فان مفهوم صفة عدم التحيز هوان 0=0 Y‏ 


5 
وق غير ذلك يقال ان ,0 هو تقدير متحيز .biased estimator‏ ويقال ان 
т Ë‏ 

Ü‏ هو تقدير ذو تحيز موجب اذا کان 8< Eó‏ وانه ذو تحیز سالب اذ 
Р‏ يك ۸ £ کے 7 де шу‏ په په په 
کان 0 > Еб,‏ . أن مقدار التحیز è‏ التقد بر یمکن قياسه وفق الصيغة التالیة : 
تحیز موجب 0 > 

bias )0( = Еб, — 0 | غير متحيز  0 سے‎ 


تحيز سالب 0 > 


(t) Jo‏ افرض أن ریت وڅوک تمثل قیاسات عينة عثوائية 

бА K ۳ í 
سد = هو تقدير‎ (х, +X.) x بین أن كل من‎ . N (u, 62 ( مسحوبة من‎ 
. ۸ غير متحيز إلى‎ 


الحل : 





5 1 1 
Ех, = Е Y х=—— У Ex, 
Е i=l n iz: 
۲ کر‎ 1 
=— X u= —.n = u 
n n 


عليه فان X,‏ تقدير غير متحيز الى ۰۸ 
كذلك فان 


1 1 
برع (م + Eg = — E(x, +x,)= — (u‏ 
2 2 
وهذا يعني أن م تقدیر غير متحیز الى 


نستخلص من (t) МЫЙ‏ وبشكل عام ان التقدير الغير متحيز لا يتصف بصفة 
الوحدانية بسبب وجود عدد غير منته من التقديرات الغير متحيزة للمعلمة 0 . 











مثال (ه ) : افرض ان بو وا وید с-‏ مل "قیاننات تعينة. عشوائية 
مسحوبة من Nào?)‏ وافرض ان 87,87 يمثلان تقديرين الى 


بحيث ان (× - ءج ې ران (× 2 )2 سے S‏ سن 
ان 82 هو تقدير غير متحيز الى 2م فی حين أن 82 هو تقد ير“ متحيز ال 
02 جد مقدار تحيز هذا التقدير . أل : 7 
الحل Н‏ 

لاحظنا لدی دراستنا لتوزيع مربع. کاي:ان- mi‏ ۸۰ 

















(n -1)S2 5 7 1 п 
Z= — m د ر‎ — X یں‎ 
سو‎ бы . isi 
uide ات‎ Sa : وان‎ 
„EZ. = ni 1 علیه فان‎ 
3 (n ~1)S? 
Кл бш دي‎ ~ Kin-1) 
~ EZ п —1 2 3 | . 2 2 
‚ВА 2 
а Ў وهذا يعني ان 8 تقدير غير متحیز‎ 
وان‎ 
nS; 
= ~ Kin- 
2 رو ای‎ 
2 7 - 1 
١ EZ, = — ES} =n- 1 687 = д? 
о? : соп 


وهذا يعني ان 52 „әй‏ متحيز الى 2ى وان مقدا Жи,‏ 
бя ÊS?‏ مو 


2 1 1 = ۳ 
. ہے قوات قوج шы Ша‏ پوس لپ 
n‏ 


л 





Efficiency الکفاءعۃ‎ : ۴۲ ١-٢٢١ 


لاحظنا من خلال الفقرتین السابقتين ان هنالك اکثر من تقدير واحد يمكن 
الحصول عليه من المينة يتمتع في ذات الوقت بصفتي الاتساق وعدم التحيز الامر 
الذي يؤدي الى صعوبة المفاضلة بين هذه التقديرات لاختیار الافضل من بينها . 
عليه لا بد من ا یجاد معیا ار آخر للمفاضلة . هذا المعيار هو الكفاءة الذي يعتمد 
بالاساس المفاضلة بین تباین تقديرات من هذا النوع . وتعرف صفة الكفاءة على 
النحو التالی : بفرض ان ,8,9 تقدیران متسقان وان = E, = Eê,‏ 
2 اقل من تباین 7 Жош‏ يقال ان 7 هو تقد یر 
اكثر كفاءة من б,‏ لجميع قیم ۵ . وعلى هذا الاساس یمکن حساب مایسمی 
بمعامل الكفاءة الذي É‏ النسبة ما بين تباین التقدیر الاکثر كفاءة وتباین اي 
تقدير آخر مثل б,‏ . فاذا رمزنا لمعامل الكفاءة بالرمز e‏ فان 


فاذا كان تباين 


ويتضح أن قيمة ۶ هي اقل من الواحد بسپب‌ان‌بسط هذه النسبة اقل من مقامها . 
كذلك فان كفاءة ,6 تزداد بانخفاض قيمة ٥‏ . 


مثال (э)‏ اذا علمت ان × يمثل الوسط الحسابي لقیاسات عينة عثوائه 
ذات حجم و سحوبة من М(що?)‏ وان M,‏ يمثل الوسيط ليذه العید 


ب 


Pr > 


وبفرض ان کل من ,×, ٥M,‏ تقدیر متسق وغير متحیز الى ۸ وان 
2 2 


А с пс 
V(x,) بر سا ې‎ 


بين ان ,× هو تقدیر اکثر كفاءة من M,‏ ثم جد معامل الكفاءة . 














ло? 5 ۳ 
Ү(М,) = =т= 157۷ (x,) > У(х,) 


وهذا يعني ان ДӨ x,‏ كفاءة من M,‏ وان : 
V(X)‏ 


е = لل‎ = 7 
۷ (M,) 


مشال ۱ ۷): اف سرض ان ХХХЫХ‏ تمشل قياسات عينة عشسوائیة 
مسحوبة من (قویر) ۸ وافرض ان کل من ,82,8 تقدیر الى م بحیث ان 
a 3 +X а Ы‏ 
2 1 م A‏ 
و سا بے Е‏ 
i=!‏ 


تقد ير غير متحيز ال ۸ ثم حدد التقدیر الاكثر كفاءة . 


الحل : 
Eê У Е 7 4‏ 
X; == „=н‏ — = 1 
۹و ہےر 4 
А 1‏ 
روو امو ہہ رو Eð, a‏ 
4 م 
وهذا يعني أن كل من ,9 8 هو تقد یر غير متحيز ای и‏ 
روما ا 
سج — = — = | x‏ سح وت ۷ 
š 16 4‏ 124 16 ),0( 
14 5 
کډ — = о?‏ + )0% + 902( — = (,9) ۷ 


واضح ان (,۷)8 > ))۷ وهنا يعني ان ,8 هو التقدير الاكثر كفاءة 
من 7 وان : 


2 


Minimum variance unbiased ا التقدیر غير المتحیز‎ М 
estimator (M. V. U. E) . ذو أقل تباین‎ 
, يقال إن التقدير .4 هو تقدیر غير متحیز ذو اقل تباین اذا تحقق مايلي‎ 
. 30, = 0 أ-ان ,8 تقدير غير متحیز الى 6. أي ان‎ 
يمتلك اقل تباین من بين تباينات جملة تقديرات اخری غير‎ б, با ان‎ 
.6 متحيزة الى‎ 


مبرهنة : ان التقدير غير المتحيز ذو اقل تباين هو تقدير وحيد . 


لیکن پا ,یا تقدیران غير متحيزان وبأقل تباین الى 8 . ان المطلوب برهنته 
هنا هو أن ړا = را 
واضح ان 0 = Et, = Et,‏ وان (t, )= ۷ (t,)‏ ۷ ۰ 
1 کل ہو کہ کے له SA‏ 
ليكن (t +L)‏ = تقدير آخر الى g‏ واضح أن лов t‏ غير متحیز الى 
ө‏ طالما ان : А‏ 
Et = > (En + En) =8‏ 
كذلك فان : 
1 
V(t) =-р [V(t + V(t) + 2Cov(tat,)]‏ 
وحیث ان 


Соу) = p f V(t).V(t,). 


م / ۹ الاحسباء الریاضی ۹۹ 


حيث أن р‏ تعني معامل الارتباط البسيط بين ہا ,یا . لذا فان . 
ےط تہ مي 1 
V V(t,).V(t)‏ م2 + V(t) = V(t) + V(t)‏ 


وبجعل V(t,)= V(t,)‏ تحصل على : 





V(t) 
> )1+ (م‎ 


1 
(t=‏ لو ٢ل (t) т‏ ۷ 
الإن.وحيث ان ہا يمثل تقدير غير متحيز ذو اقل تباین الى ۵ فذلك يعني ان : 


1 
C) + رم‎ 





V(t) < ()لا‎ V(t,) < 


م +1 





< ->p>1 


وکما هو معلوم فان 1 > ٠|‏ وهذا يعني ان1 = م أي ان ,1,1 مرتبطان" 
بعلاقة خطية تامة من الشكل راط + ه ئ حيث ان ba‏ ثوابت حقيقية لا 
تعتمد على قیاسات العينة وانما قد تعتمد على قيمة المعلمة 0 . الان ؛ | 
Et, = a + bEt, > Û = a + 00 ... (x)‏ 
V(t,) = V(a + bt,) = b2V(t,)‏ 


لکن (یا) ¥ = )٤(‏ ۷. عليه فان . 
1=b2 +b = + 1‏ +ہ(با) و 9 = ()۷ 


لکن طالما ان1 = مفذلك يعني ان را , وا مرتبطین بعلاقة خطية تامة موجية أي 
أن b‏ يجب ان تكون مساویة للواحد . 


وبالتعویض عن 1 = ہف (ж)‏ نحصل على و + Mas ۵ = a‏ يعني أن0 = ‚а‏ 
وبالتعويض عن 0 = 1.4 = ط في العلاقة راط + ۾ = را نحصل على را = إا 
وهو المطلوب اثباته . 


We 


Sufficiency ېويم‎ КЕ. الکفایة‎ : 6 A ١ 


يقال ان المؤشر لاحصائي رو ہو تقدير كاف للمعلمة 8 اذا کان هذا 
المؤشر يحوي كافة المعلومات الستقاة من العينة فیما یخص المعلمة و . 
وریاضیاً تعرف صفة LUSI‏ الحو التالی , بفرض ان الموشر ره يمثل دالة 
بدلالة قیاسات عينة عثوائية ذات حجم n‏ مسحوبة من (0,  ))‏ فاذا کان 
التوزيع الشرطي الى .×× علماً ان + معطاة مستقل عن ۾ 
عند يقال ان + هو مؤشر كاف з ыш‏ 


(A) JVA‏ افرض ان پیا یک تمثل قياسات عينة عشوائية 
مسوا ب قهن مجتمع.ذي توزيع برنولی بالمعلمة p‏ وافرض ان Ex,‏ = و بين 
اث 55 مۇلشر .كاف РД‏ 


الحل : 


أن РО - ph ۳:۶ OA‏ = ( م ,»)وان التوزیع الاحتمالي ال 
وبایتخرام الوب الدالة المولدة للعزوم هو الاتي . بفرض 


فاذن 


. موجودة‎ м, (t) 


Mr (t) = 8 
1 1 ме Hat pe) = (q + ۳ 


T. = . 9 7‏ قافن 
الان i А‏ ادو P(T, к) = GP (L=‏ 
k) = кешш‏ = په رید یج 
[I ۴)1 = т.‏ 
7 


۳۴ - 1) میں 


ده 











pys‏ — 1( م 
کو )سین 


1 ړو 1) 2۶ 
c‏ ٭-رو - 1( این 


وحيث ان التوزيع الشرطي لایعتمد على P‏ فذلك يعني أن Т,= Хх‏ ہو 


مؤشر كاف الى م . 

مثال (5): افرض ان -.۰« ول و تمثل قياسات عينة عشوائية 
مسحوبة من مجتمع ذي توزيع اسي بالمعلمة ۵ . بين ان المؤشر ,28 * ,3 
كاف للمعلمةھ . 

الحل : ان 


f(x,Û0) = дет 


ان التوزیع الاحتمالي الى T,‏ وباستخدام اسلوب الدالة المولدة للعزوم هو 
‚жый‏ 


بفرض ان Mr, (t)‏ موجودة , وذلك يعني أن : 


М, (t) = Ee ۲۳, سے‎ T| My (t) 
" і=1 


”(۔1)۔( تج ) 1 - 


لسا 


ү 











Í(x РИС 
Ой و1 ارو وولو‎ = x) کر‎ ) 


і 





۲)7) 
,7ج0‎ 3 
H Р 0۳ ۰٘9 
f(T е 
(T,) (Т)! سن‎ 
Г(п) 
T(n) 
(тус 


وحیث ان التوزيع الشرطي لا يعتمد على ۵ فذلك يعني ان ,21 > T‏ هو 
مؤشر كاف للمعلمة ۵ . 


Factorization theorem مبرهنة الت‎ 


ان هذه المپرهنة مهمة bz‏ في الحصول على موشرات كافية . وتنص هذه 


المبرهنة ہما يلي ؛ 


افرض ان المؤشر الاحصائي T,‏ دالة بدلالة قياسات العينة . أي ان 
)5 یتین )1 کے عندئذ يقال ان T,‏ مؤشر كاف للمعلمة ۵ اذا وفقط 
اذا امكن تحلیل الدالة المشتركة لقياسات العينة الى حاصل ضرب مركبتين الاو 
تمثل دالة بدلالة T,‏ . ۵ والثانية دالة لاتعتمد على 0 . وبالرموز وبفرض ان L‏ 
تمثل الدالة المشتركة لقياسات العينة وان (۰9ء)8 تمثل دالة بدلالة المؤشر 
T,‏ والمعلمة 0 وان Bix)‏ تمثل Аз‏ لا تعتمد على 0 عندئذ يقال ان ,۲ موشر 
كاف الى ۵ اذا وفقط اذا کان ٠,‏ 

L=g(T,,0).h(x) 

مثال ٠١(‏ ): افرض أن XXe X,‏ تمثل قیاسات عینة عشوائية 
مسحوبة من مجتمع ذي توزيع پواسون بالمعلمة 4 . بين ان Ex‏ هو مؤشر كاف , 
للمعلمة À‏ 


WY 























і= 1‏ 
Ам ۶‏ 7 
N —‏ = 
к!‏ 1 دز 
ух em‏ 
e7") 1‏ عق = 4.6 5 
H х;! H x‏ 
i=1 17.‏ 
يتضح ان 2 
em‏ و وار رہ 
ری 
وهذا يعني انه حسب бала‏ التحلیل ان الموشرٍ К‏ و كاف 
للمعلمة( . 


ٹم ہت 


مثال (AA‏ لتکن но,‏ وه رد در ارتا 
من مجتمع ذي توزیع بیتا بالمعلمتين 2,8 = В‏ ر بین بين ان I x:‏ جو مؤشر 
كاف للمعلمة « 2 ې 


سے + اڑھچ 


الحل : ان 





(a 2) Кы + А‏ تو د NEE‏ دا 
ук, В =:2) x 1) - 2(:0 <x > [1‏ ان .> 
РА °“ T(a)T (2) š‏ مي 


= «(a + ۱( i. (1 — x) 





رد 








> 


ы a-i п 
| "= П 6ه )؟‎ =2) +) ۷ HII )1- x) 
121 7 / * 


i=1 i=1 





в(т,.ө) = [I s.a) واضح هنا ان‎ 
i=1 


)یت 


i=1 


h(x) = H (1-х,) وان‎ 
i=1 


وهذا يعني ان # M‏ موشر كاف للمعلمة x‏ 
5 


Methods of estimation طرق التقدیر‎ : ٢ ۷ 


تطرقنا في محتویات الفقرة ( )١ - ١‏ الى استعراض لاهم الصفات التي يجب ان 
يتمتع بها التقدیر كي يسمح U‏ ذلك تسمية ذلك التقدیر « تقدیر جيد » : في هذه 
الفقرة سوف نتطرق وبشكل موجز الى اهم الطرق التي تقودنا للحصول على 
تقد پرات جيدة لمعلمة او معالم مجتمع احصائي معين . هذه الطرق هي , 


. طريقة الامكان الاعظم‎ - ٠ 

. طريقة التباين الاقل‎ ١ 

۳- طريقة المر بعات الصفری . 

. طریقة العزوم‎ - ٤ 

. طریقة اقل مربع كاي ممکن‎ -٥ 
طریقة الاحتمال الممکوس‎ а 


وسوف نستعرض ویشکل موجز الطریقتین (v) .)١(‏ فقط كي لا نخرج عن 
الهدف المتوخی من هذا الکتاب . 


e 


Method of maximum likelihood طریقة الامکان الاعظم‎ :۱ ے٢‎ М 


تعد طريقة الامكان الاعظم احدئ اهم طرق التقدیر . وقبيل الحديث عن هذه 
الطريقة لابد من اعطاء تعريف لما هو مقصود ب « دالة الامکان likelihood func‏ 
ООВ‏ لاو ولا ور تمثل قياسات عينة عشوائية مسحوبة من مجتمع 
رت р(х,0)‏ دالة كثافة احتمالية (۴)×,0 . عندئذ تعرف 
لة الامکان لقیاسات العينة بانها التوزیع و لتلك القیاسات . فاذا رمزنا 
الامکان بالرمز L‏ فان هذه الدالة في حالة المتغیرات المتقطعة هي ؛ 
р(х, ууз OST P(x,,0)‏ 


i=1 
: وفی حالة المتغیرات المستمرة فان‎ 


Ы = (уух تی‎ 0( = J] !)0( 


i=] 


ان مبدأ طريقة الامكان الاعظم یکمن في ايجاد تقدير مثل 0 للمعلمة و 
الذي يجمل دالة الامكان.] في نهايتها العظمى . فاذا كان 0 دالة بدلالة قیاسات 
العينة التي تجعل رو في هایتها العظمی хе‏ يقال ان 0 هو تقدير الامكان 
الاعظم (M.L.E)‏ الى و . وعذا يعني ان В‏ ناتج من حل المعادلة 


التفاضلية . 
ôL‏ ۵2 
opa esse 0‏ 0< — 
о >> 08‏ 00 
وبهدف السهولة في أ جراء عملیات التفاضل السابقة فانه غالبا ما یتم التعامل مع 


000 ‘Log L 


0 مت مكافئة اف م ات 01081 
a ١ @‏ 


وهذا يعني أن : 


ƏLog L ا‎ а هډ‎ 
6 L æ 


دد 











علماً ان مبدأ طريقة الامکان الاعظم یمکن تطبیقه في حالة التوزيعات متعددة 
المتغیرات والتوزيعات ذات معلمتين او اکثر الا اننا سنکتفی بعرض حالة 
التوزیعات ذات المتغیر الواحد والاتي بعض خصائص تقديرات الامكان الاعظم 
ندرجها ادناه دون اللجوء الى تقد يم البراهین اللازمة لھا وهي : 


. ان تقد يرات الامکان الاعظم هي تقدیرات متسقة‎ ١ 

v‏ ان التوزيع الاحتمالي لتقدير الامکان الاعظم یژول الى التوزیع الطبيعي عندما 
یکون حجم العينة کبیر ( نظريأم ) . 

۳- ان تقدیر الامکان الاعظم هو تقدیر اکثر کفاءة من بين جملة تقد یرات‌اخری 
متاحة . Я‏ 

-٤‏ اذا كان T,‏ موشر كاف للمعلمة ۵ فان تقدیر الامكان الاعظم 8 يكون 
دالة بدلالة T,‏ 

ه ان تقدير الامکان الاعظم م ليس بالضرورة أن یکون تقدير غير متحيز 
لیج . 


0 لتقدیر الامكان الاعظم‎ Asymptotic variance ان التباین المحاذي‎ -٦ 


, معطى بالصيغة التالية‎ 
5 д?1ов1. ۹ 
аба! a ? 


وان Vte)‏ (۷)8 حیث ان 8 يمثل اي تقدیر آخر الى 0 . 





مثال (`ç)‏ : لتكن Xa‏ ولا تمثل قياسات عينة عشوائية 
مسحوبة من مجتمع دي توزیع اسي بالمعلمة و . جد „әй‏ الامکان الاعظم 
И‏ ثم جد تباین هذا التقدیر . 
الحل : 
ہے ۵ = ;07% П‏ ح(0 )!11 L=‏ 
í=1‏ 


fw 1 


wy 


فاذن 
Log L = n log - ӨХ x,‏ 
عليه فان 
п ô? log L n‏ 81:81 
х5 =‏ 
%< ۳ 26° 0 20 
дові.‏ 


: فان‎ = ۵ Jj 
о 20 0 وبجعل‎ 





Mas‏ يعني ان تقدير الامکان یم الى 8 هو 
п‏ 





м 
КӘ 
2 


وان 





مثال (At)‏ افرض أن .5:....و*.,»* تمثل قیاسات عينة عشوائية 
مسحوپة من مجتمع ذي توزیع پواسون بالمعلمة ۸. جد تقدير الامکان 
الاعظم الى А‏ جد تباین هذا التقدیر . 


: الحل‎ 
п n РЕД е^ 12 x, e 
L= 11 P(x,4)= П 
ړک‎ 1=1 х! к 
H ام‎ 
{=1 
же Log L = > x, log å — nå — 2 log x, ! 
ƏlogL Ех, 832181 У х, 
5 п, -= — سا‎ <0 
дА 2 012 22 


مدد 























21:81 
وبجعل ٢.‏ په فان. 


У х; - 
x 





Zx 


. й Ў 
п= 054 = 
п 


وهذا يعني ان تقدير الامكان الاعظم الى д‏ هو متوسط قیاسات العينة وان , 
йт -1‏ 
ع -۔)۔ اھ v=‏ 
: 


امشال )№ (: X, КЄ‏ و ۰-۰ و ولاڈ з‏ قياسات عينة عشوائية 
مسحوبة من Мн.)‏ . جد تقدیر الامكان الاعظم الى . 

أ ل بفرض ان 0° معلومة . ثم جد تباین هنا التقدير . 

ب 2م بفرض ان ۸ معلومة . ثم جد تباین هذا التقد بر . 

جر 6,8 معأ بفرض ان كليهما مجهولين ۰ : 


bj 5‏ 
۳0 
!> 
سس 
1 
1 
| سی 
8 ]> 
L—‏ 
| 
1 
مد | طا 








кый 
۴ عا په‎ 2 
L= U ¿eo بو‎ 8 ) 
وح‎ 
1 " 1 ta 
(еее 
له‎ 2 6 ۱ 
: 1 n 9 ۲ 
-۰ وول‎ L = п log و‎ logo - 2 (х-и) 


2 


Jx 


۹ 














أ اذا كانت 62 معلومة فان : 


д log L 1 2 
~ анир 08 پر د‎ 


72 
ди с др с? 





. дові, 
: وبجعل 0= 0 فان‎ 





1 a = 
سيم‎ (хо -н)=бәрн=х 
а? 


أي ان تقدير الامکان الاعظم الى م 


۱ بفرض أن تس معلومة هو متوسط 
قياسات العينة . وان ": 





ب ‏ اذا كانت م معلومة فان : 





۵۱٥۰8 ىآ‎ n 1 zí 7 
يي‎ Qh ام سه‎ оз 
да? 2а? 2 وت و‎ 
وان‎ 
82 log L 0 1 
сык پو) لست سا‎ н) 
7 ( в? j° 2 F с 
l قرو‎ x, — 5 
5 п 5 y ( 17 В ) 
20۹ аб 2 с 





٦٦ 








عليه فان تقد یر الامکان الاعظم هو 





= — (х= р)? 
п 
كذلك پلاحظ هنا ان‎ 
2ھ‎ 
n° _ | х, H ) 
g? 6 ~ از‎ 
_ فیچ‎ = n > Ев! = o” 


أي أن تقدير الامکان الاعظم عندما غر معلومة هو تقدیر غير متحیز الى 2 
وان تباین هذا التقدير عو. 


۹ 











21081 








ج ‏ لاحظنا ان حل المعادلة التفاضلية 9^ به کان 
× = ثم . عليه فان حل المعادلة التفاضلية و ٥٥٤٤‏ اوق 
هو да?‏ 


تو ے زو ےا ند 
n‏ 
أي ان تقدیر الامكان الاعظم الى 2م عندما م مجهولة هو تباین العينة 
52 . ویلاحظ هنا ان 92 هو تقد یر متحيز الى в?‏ كما سبق وان اوضحناه 
في المثال تی و رس لنت ш>‏ لخاصية عدم التحيز. 


Method of minimum variance طریقة التباين الاقل‎ : ۲-۲ ١ 
minimum يتم وفق هذه الطريقة ایجاد تقدیرات غير متحيزة ذات اقل تباین‎ 
ویستند مبدأ هذه الطريقة‎ variance unbiased estimators (М. V. U. E) 


على ما يلي : 
افرض أن رو eo‏ دي ديك e‏ :تمثل قياسات عينة عشوائية مسحوية من 
مجتمع بدالة كتلة احتمالية PERGOL‏ أو ДЬ‏ كثافة احتمالية f(x,0)‏ 


معلمة مجهولبة .. وافرض بان L‏ تمشل idb‏ الامكان وان 
...ري db GES " EER‏ بدلالة قياسات العينة خالية من اي 
مجهول وان 4 تمثل دالة بدلالة ۵ مستقلة عن قیاسات العينة . gae‏ فان الشرط 
الكافي والضروري لوجود تقد یر غير متحیز ذو 0 تباین مثل t‏ هو امكانية صياغة 
المشتقة الجزئية الاولی لدالة الامكان بالشكل التالي . 


01:1 1—6 


д0 ۸ 





وعندئقٍ يقال ان nasus t‏ غير متحیز ذو اقل تباین للبعلمة ۵۰ وان + 
تمثل تباین هذا التقدير. 1 


ayy 


مثال (л)‏ افرض أن ردب یهو تمثل قياسات عينة عشوا 


ية مسحوبة 
من а? N(u,62)‏ معلومة . جد التقدير الغير متحیز ذو اقل تباین الى بر 


: الحل‎ 
' Em Бы 2 £ 2 
L= П )ح( 02 ,مر‎ f 27 ۹ Z (x - н) 


i=1 











1 سم 
Х(х n)‏ — ۲( 22 )هما = Тов‏ 
26 
log L 1 nx ди х- р‏ 
کې دل کے وو û log Е‏ 
ди в? в? в? jn‏ 
u‏ 2 = 
لاحظ هنا ان دسر میا و عار ات . فاذن x‏ ہو 
التقد پر غير المتحيز ذو اقل تباین للمعلمة لم'. 


مثال (W)‏ لکن ہد 


ود پا تمثل قياسات Ше‏ عشوائية 
مسحوبة من b(np)‏ . جد التقدير АЙ‏ متحيز ذو أقل تباین للمعلمة م . 
الحل : 


L= П کو يه‎ )1- ру" 


ї=1 


Ш 2 
- ( H © ) کو‎ (1 ру رظ‎ 
i=1 i 
© مهم بط بل‎ + (n? - ауы — p) 
i 


1 


log L = bi Í 


YY 








1 ور 
Е „ах = Ў x‏ 5 = 
p(l-‏ 
x‏ 
الح ا 
п‏ 
ор(1-р)‏ 
п?-‏ 
х pq‏ 3 
لاعط ЫЕ.‏ کت о‏ لخم هو 
ñ n n2‏ 





۱۔ iY‏ التقد پر بفترة Interval estimation‏ 


استعرضنا É‏ الفقرتين السا بقتين أهم الصفات التي يجب أن یتمتع بھا التقد یر 
لمعلمة معينة وكذلك استعرضنا اهم طریقتین یمکن من خلالهما التوصل الى التقدير 
الجید . 

رک ویو دورد ( قيمة واحدة فقط ) لمعلمة 
مجهولة مثل و وان نما نرغب فى ایجاد فترة يتوقع ان نلاحظ تلك المعلمة خلالھا 
بدرجة АЙ‏ معينة . وهذا ما نسمیه التقدیر بفترة وان تلك الفترة التي نحصل علیها 


. confidence interval 425 تسمی فترة‎ 


الان و بفرض ان Xy‏ .وت :ی تمثل قیاسات عينة عشوائية مسحوبة 
من مجتمع بدالة كتلة Ышы‏ (0,ع)۳ أو دالة کنافة Ышы!‏ 
f(x,0)‏ — ون (بدی.--میدی<)۱ t=‏ تمثل دالة بدلالة قیاسات العينة 
خالية من اي مجهول وان t‏ تمثل تقدیر للمعلمة ۵ . لیکن gjo)‏ يمثل 


e 








توزیع المعاينة للمؤشر الاحصائي ‏ وان C,,C,‏ ثابتان حقيقيان یتحددان من 
خلال موشرات العينة ( كالوسط والتباين مثلاً ) وتوزيع المعاينة للمؤشر > . عندئذ 
فان مهمة التقدیر بفترة ھی =« С.С,‏ التي تقودنا الى صياغة الجملة 
الاحتمالية التالبة ء 
1 > » > 0,ه - 1 ع<(اار > 9 > Р. (С,‏ 
حیث أن » эде‏ صفیر ( عملیا تختار < لان تکون % 5 أو % 1 ویعتمد هذا 

الاختیار بطبيعة الحال على درجة الثقة المطلوبة للفترة ) وان (» - 1) يسمى 
معامل الثقة . ان هذه الجملة الاحتمالية مفادها الاتي . ان احتمال ملاحظة ۵ في 
الفترة (С,,С,)‏ بالاستناد لمعطیات العينة وتوزیع المعاينة للمؤشر ) هو 
(l-a)‏ حیث ان С,‏ يسميان حدي confidence ХЕЛ‏ 
limits‏ . وسوف نركز اھتمامنا هنا على حساب فترات الثقة لمعالم مجتمع 
طبيعي وخصوصاً ما يتعلق الامر بالوسط والتباين . 


۲-۷ -۱: فترة ثقة لمتوسط مجتمم طبيعي 
افرض ان باه واه ر× تمثل فیاسات عينة عشوائية مسحوبة من 


Nimo)‏ وان x‏ يمثل الوسط الحسابي لقیاسات هذه العينة . وافرض اننا 
نرغب في ایجاد فترة ثقة للمعلمة م . 


: اذا كانت 2م معلومة‎ ١ 
كما هو معلوم فانه اذا كان (2م,ير)/« × فان توزیع یر سیکون‎ 


в? 
: وعندئذ فان‎ . N е с] 
п 


م ٠٠٤)‏ الاحصاء الریاضی ٤‏ 


3 : ш : a 
f izi= E 1)2( ۵2 = و‎ 


= 
2 


وکما هو موضح في الشكل ( ۷ 





© f“ 


242 ` 


شكل O an)‏ توضح لقیمتي Ра]‏ د/7- 








2 ان :2 تتحدد من جداول التوزیع الطبيعي وتعني قيمة‎ „ре Mas 
او احتمالاً‎ ]- @,Z, ( اعتمال قدرہ گ- 7 للفترة‎ ako نظریق اي‎ 











с)‏ للفترة ]%, (Z,‏ مت انا کانت 005 =» فان 
2 27 
196 = 20.025 5 
الان 
х-и‏ 
р,(-2, РАТЕ <:‏ 
n 2‏ له 2 3 
б‏ ا 
<Х-р< 2 , - ——‏ کہ 
уа‏ 3 ھا و 
с - т‏ - 
کے <-#<-X+Z,‏ سے لاس )م 
V‏ د уа‏ جو 











o - т 
۔‎ [x z, > حر‎ Ха —— 








7-7-77 О 
- `. tS аа 
зва. ير > سس‎ > #5 + Ёа. اب 1 = سي‎ 


عليه فان حدي الثقة بمعامل ثقة 7 تت و 
هما : 


0 اہ : 6 = 
 :—‏ 2 + ات رن ار сү=Хе®‏ 


аут 4 








مثال (W)‏ جد حدي الثقة بمعامل E‏ 095% لمتوسط توزیعل (26, یز М‏ 
(wW)‏ مجتمع 
;: علمأ ان 10 = × ,100 = .n‏ 


الحل : ۱ 
واضح ان 095 = » - 1. فاذن 005 > » وان ОТ‏ ۰ من ,جداول 
التوزيع الطبيعي فان 196 = 20.025 . عليه فان حدي الثقة لمتوسط هذا 








= 6 5 
C= XK ~—Z« = 10 — (196). — = 2 
د‎ fn 10 
9 a 3 ç 
С,=Х+7,. = 10 + (196). —— = 1098. 
2 ول‎ п 10 زی‎ 
095 أي بثقة مقدارها‎ Р,(902< p > 1098) = 09 يعني ان‎ Was 


ووفق میات جز العينة À‏ يكن ملاحظة ان تقافر( 1098 ,902(. 


syy 


. اذا كانت 02 غير معلومة‎ ç 


اذا كان تباین المجتمع غير معلوم فذلك يعني أنه یتوجب تقدير قيمة 62 على 

АШ з гуй)‏ حا اک تشه G S‏ لاخ И‏ ا قا فان 
1 

52 = E(x- x) 
n—1 


هو تقدير جيد الى 62 . وهنا نقف امام حالتیز 


عند تكوين فترة ثقة ال بر . 


Í‏ - عندما یکون حجم العينة صفیر 


في جالة التعامل مع عینات صغيرة ( تطبيقياً 0 > n‏ ) فان توزیع المتغير 
(X=)‏ م V‏ 
العشوائي سس تسس ے لہ = 


7 سوف لن یکون )0,1 


)× وانما سیتوزع 
کتوزیع ١‏ ب (1 ТСЕ‏ حرية . أي ان 


(X— ۸(‏ 
رما مهس t=‏ 
ہ8۷ 
وعندئذ فان 
~a‏ 1ع ( P (|<) = Р, a <t<ta‏ 
2 2 2 
حیث ان 


р‏ 5 ا 
g(t)dt = g(t)dt = —‏ 


0 1 


وم 


Mas‏ يعني ان 7 ! تتحدد من جدول توزيع t‏ وتعني قيمة + النظرية عند 
درجة حریة (8-1) التي تعطي احتمالاً قدره )+ - 1 |اللفترة 
( ۵,1 - ] و احتمالا قدره E‏ للفترة [ هه , (t,‏ 2 
2 2 

ЕЁ 


хл 


الان 





X-a 
P (ta <t<te )=P, | -ta > سے‎ <a 
2 2 2 S/n کے‎ 








0 5 2 8 
=p t u= tus s — < a > X + t, .—— 1 س‎ 


z va з fn 


وبذلك فان حدي الثقة لمتوسط مجتمع طبيعي تباينه مجهول وعند التعامل مع 
عينات صغيرة )30 < (n‏ ہما 
8 - 5 
=—. و)م )= , ——. =X-t,‏ ) 


; Jn 7 








مثال (AA)‏ افرض ان معطيات عبنة عثوائیة قوامها 15 مفردة مسحوبة من 
( ۵۶ ,م) ۷ كانت 20 دعم ,9 = 52 . جد حدي АШ‏ بمعامل ثقة 095 


‚ЙА БОДУ? 
ГЕТ 


1 a І 
من جداول توزيع‎ . g > 0025 فاذن 005 = ۾ وان‎ l-a = 095 ان‎ 








t‏ غند درجة حرية 14 ( ( 1.025 عليه فان 
j t 3 < 3 `‏ - 
C, =X- ta . —— = 20 - (2145). — = 189385‏ 
15 له уа‏ 2 
гар 5 1‏ 
C, = X + t . ——- = 20 + (2145). —z— = 216615:‏ 
کال : 4а.‏ د 


۴, )183385 > p > 216615) = 095 يعني ان‎ әз 


a 








ب عندما يكون حجم العينة کبیر . Е‏ 
في حالة التعامل مع عينات كبيرة الحجم ( تطبيقي 30 < (n‏ فان توزيع المتغير 
یں ۱ و ا 
العشوائی ш‏ سوف يتقارب من N(0,1)‏ . حيث سبق وان 
برهنا في الفقرة ( ۹ ۲= ٦‏ ]أن : $ 


TENT 11‏ صنا 


пэ وو‎ 


وهذا يعني کو نع gise" 7 моо, LED‏ ).. 
وك ذل خی مد لی متا 





1 Е ند‎ e 5 

——. , 8 +×ڈ 2 ,© .ہچ مع 1 

vn د‎ уп 

(муш‏ : افرض ان А‏ ین سر زان ی 100 مسجوبة من 

099 كانت 20 - × ,16 = ت8 . جد حدي الثقة بمعامل ثقة.‎ N(n,a2) 

لمتوسط هذا المجتمع . 

الحل ؛ : 

| واښح ان 099 = » - 1 اذن 001 = а‏ وان 0005 = 2 فن ول التوزيع 
الطبیعی نجد ان 2.58 کا A‏ عليه فان : Š Е‏ 


4 
= 20 (298). w7 18:968 








4 
21032 = — .)258( + 20 = —— 
Бб 10‏ یج ون | 


л 


ыга 


P, ) 18968 > بر‎ > 21-032) = 9 E 9 


у. 


Qs تد سل د فترة ثقة لتباين مجتمح‎ ١ 
مسحوبة من‎ сонра е а افرض آن‎ 
وافرض اننا نرغب في ایجاد فترة ثقة بمعامل ثقة (» - 1) لتباين‎ . мүн) 


هذا المجتمع . وهنا نقف امام حالتین : 


ب اذا كان متوسط المجتمع ۸ معلوم . 
1 
اذا كانت ۸ معلومة فان нў‏ — پو ا S’‏ سوف يمثل تباین 
العينة على اساس متوسط المجتمع И‏ . وکما هو معلوم فان المتفیر العشوائي 








٩ nS? 
: درجة حرية اي أن‎ n سوف يتوزع کتوزیع مربع كاي ب‎ = 
п$? 
x 7 ~ Xim 
وعندئذٍ فان‎ 
P(x, P< „)=1-@ 
2 2 
حيث ان‎ 
x, 0 2: 0 
| i ra f * dp? =1 
А жу, : 3 
التي‎ n النظرية عند درجة حرية‎ ЕКЕ 25 وهنا يعني ان‎ 





9 2 ها د + 2 
تعطي احتمالاً قدره سن للفترة ) و 0) وان ден‏ تمثل х з‏ 


x 
النظرية عند درجة حرية. 8 التي تعطي احتمالا قدره — - للفترة‎ 
: عليه فان‎ .)0,22 ,( 
Є 
1 


nS? 
Р(х <; <y , (2 3 > تر < سپ‎ ) 
2 s 3 


5 





2 


۱ 
هام 


دق 














Es 
2 
nS ۳ nS? 
-« ) х? № 
2 سی‎ 
п$? دوو‎ 
ان‎ ) 2 <a < EE 
” ۵ x? 
1- = а 
2 2 
: عليه فان حدى الثقة هما‎ 
ns? nS? - - 
С, = ——, C, = 
№, و‎ ^2 7 
1- = 5 
2 2 


مثال (۲۰ ): اذا علمت إن تباین عینة عشوائية ذات حجم 25 سحوبة من 
)10,02(№ کان 9 = 10 - (x‏ 2= 8. جد حدي الثقة بمعامل ثقة 
5 لتباین هذا المجتمع . 
الحل : 
ان 095 = z‏ - 1 . فاذن 5 = æ‏ وان 0025 = = ون جداول © 
مریع كاي بدرجة حرية ( 25 ) فان : 
40-6465 = ) 25( وہوخز, 131197 = )2.625025 


, زان‎ 
ns? )25()9( sg : عليه فان‎ 
c - = 55 
№, 40:6465 
172 
2 25)(9 
бее ы CDO) үт 
Xa 13-1197 
2 ` 
| : وھذا يعني ان‎ . 
Р, (5:5355 > o? > 171498) = 095 
٦٦ 




















. اذا کان متوسط المجتمم م مجهول‎ Y 
في حالة کون متوسط المجتمع مجھول فان افضل تقدیر الى تباین هذا المجتمع‎ 








مړ Е‏ 1 
E(x, — xX)‏ = 52 
n-i‏ 
وف هذه الحالة فان المتغیر العشوائي 
(n= 1( 2‏ 
“Жс‏ 7 
وعندئذ فان حدي الثقة لتباين المجتمع هما : 
(п -1(۶ (n = 1)S2‏ 
х=‏ در ل 5 
2 1-2 


\ 


مثال )<( L‏ جد بجدي الثقة لتباین مجتمع طبيعي متوسطه مجهول وفق 





المعظیات التالية : 6 = 26,82 = ۵ , 095 = a‏ - 1. 
الحل : ان 
] ! 406465 = )25( ورو 2 ,131197 = )25( 1.02 
عليه فان | Ay‏ 
و (16 ) (25) (25()16) 
85 سے — = ,C,‏ 98409 = —— = 
13-1197 40-6465 
فاذن 095 =) 304885 > P, (98409 > о?‏ 


سو 








تمارین الفصل الحادي عشر 


سس J.‏ سس سفم زٹ س 





олм‏ افرض ان X‏ یب وهه تمثل قیاسات عينة عشوائية مسحوبة 
1 
من (2)0,62. بين ان PY‏ -- هو تقدیر غير متحیز الى 62 
i ۲‏ 20% 
وان تباین هذا التقدیر هوس ثم بین ان 287 هو مؤشر كاف 
اقم" 
١‏ ۲: لتکن پک و Xas‏ وپ تمثل قیاسات عینة عشوائية مسحوبة من 


مجتمع ذي توزیع هندسي بالمعلمة ٭ . بين أن Ex‏ هو مؤشر كاف 
ای م . جد تقدير الامکان الاعظم الى p‏ ثم جد تباین هذا التقدیر . 


۷ ۴, اذا علمت ان хрх х‏ تمثل قیاسات عينة عشوائية مسحوبة من 
a A а‏ 
( ۸,۵۶ وافرض ان ,۵ . ,0 . ,8 تمثل ثلائة تقديرات الى 
۸ معرفة بالشکل التالي : 


a 3×, + 5х, .‏ 1 . 
+x), 0 = 2 - 320; = 2х, — X,‏ يخ у (би‏ = ,9 
بين ان هذه التقدیرات هي تقدیرات غير متحيزة ال и‏ .£ من هذه 
التقد يرات هو الاکفاً . 

١ے :٤‏ اذا كانت وک oo‏ وو Xp‏ تمثل قیاسات عينة عشوائية مسحو بة 
من b(n P)‏ . بين أن Ух,‏ هو موشر كاف للمعلمة Р‏ هل 

يمكن القول ان ۽ هو تقدیر الامکان الاعظم الى P‏ ؟ 
N‏ _ 0 لتکن Kas х,‏ دول تمثل قياسات عینة عشوائیة مسحوبة من 
مجتمع )02 ,0) N‏ . جد تقدير الامکان الاعظم الى 62 ثم جد تباین 


هذا التقدیر 


ез б(®В) جد تقدير الامکان الاعظم للمعلمة م في توزیع‎ ء٦‎ ١ 
. معلومة ثم جد تباین هذا التقدیر‎ а أن‎ 


TYE 


كي و 
۸-۷ : 
٩-۷‏ : 
А%‏ ۱۷۰ 
NAN‏ 
wW‏ 
۱ ۳ 


اذا علمت ان ХХ әх‏ تمشل قیاسا ات عینة عشوائية 
مسحوبة من توزيع پواسون Шо‏ 0ء بین ان x‏ هو التقد پر الفیر 
متحيز ذو اقل تباین.ای 0 : 

2834 أن د بو к‏ تمثل OUL‏ عينة 'عشوائية مسخوبة 
من (21)0,62. هل يمكن القول ان تہج 1 هو التقد ير الغیر 
متحيز ذو اقل تباین с? A‏ : 
كانت معطیات ie‏ عشوائیة ذات ур»‏ ,17 عفردة مسحوبة من 
(62,م) N‏ . هي .53 = э 82 = 62,x‏ حدي الثقة بمعامل да‏ 
5 الى کل من o, u‏ 


اذا علمت ان 18 = × یمثل الوسط اح Күн‏ عيلة Жз у‏ 
۸ 99 الى ۰۸ 


افرض ان يمثل الوسط الحسا بي لقیاسات عينة عشوائية ذات حجم 
П‏ مسحوبة من RI‏ سے سال n‏ بحیث ان 

099 = )1 + > 1 — )۳ 
افرض ان ریت و Кы Xp‏ قیانات: عينة عشوائية منحوبة 
من ( 62 №д‏ وان 3 يمشلان على التوالي الوسط 
والتباین لهذه العینة . وافرض ان yoa YÁ‏ و تمثل 
قیاسات عينة اخری مسحوبة من و 52,у о»‏ 
یمثلان „де‏ الثوالي الوسط والتباین لهذه العينة . . وبفرض أن 
المجتمعين مستقلان يطلب ايجاد فترة ثقة . ;2 a)‏ — 1( 
للفرق بين متوسطي هذين المجتمعین а)‏ ,)۰ 


اختیرت عينة عشوائية من المفردات ذات حجم 0 0 من М№до2)‏ 
وكانت نتائج القياس لمفردات العینة كما يل : | 
7 426 95-93 413 122 115 313 104 102 يطلب 
ایجاد فترة ثقة بمعامل ثقة 5 ای کل من ,06 . 


Wo 


£ A£ — NN 


55 


اذا علمت ان معطيات عينة ذات حجم 10 مسحوبة من Мда?)‏ 
كانت 5 - »,8 = 8 وان معطيات Аме‏ اخری ذات حجم 12 
مسحوية من М(д„о?)‏ كانت 6- ,9 - 87 جد فترة ثقة 
بمعامل ثقة 095 الى в)‏ يم). 


افرض ان 55 يمثل تباین عينة نات حجم n‏ مسحوبة من 
N (u02)‏ وان 8 يمثل تباين عينة ذات حجم m‏ مسحوبة من 
N (۸,032)‏ . فاذا علمت ان Hz Hy‏ مجهولين وان 
المجتمعین مستقلان з од‏ بمعامل ثقة (» - 1 ) 
للنبۃ 62/62 


(И) Ф» 








YA 





e ter er‏ رر رر ںہ 























مهم می رتا پیج تم مب Ona‏ سا سب پو جوا 




















الفصل الثاني عشر 


مقدمة في اختبار الفرضیات 


تطرقنا في الفصل السابق وبشكل موجز لنظرية التقدیر مع عرض لاهم الصفات 
التي يجب ان يتمتع بها التقدیر الجید . كذلك تم عرض اهم الطرق التي من شأنها 
التوصل لذلك التقدير بالاضافة الى استعراض موجز لفترات الثقة واسلوب تكوينها . 

في هذا الفصل سوف نتطرق وبشکل موجز ايضأ لموضوع اختبار الفرضيات الذي 
يعتبر الشق الثاني المكمل لنظرية التقدير في موضوع الاستدلال الاحصائي . 


The concept of testing مفهوم اختبار الفرضیات‎ ۱-۲ 
hypotheses 


افرض ان مصنعا لانتاج نوع من الصمامات الالكترونية يعتمد مواصفات قياسية 
في الانتاج مفادها ان متوسط عمر الصمام المنتج. وفق هذه المواصفات هو 1500 
ساعة اشتغال . اقترح احد مھندسی المصنع اجراء بعض التعديلات في تلك 
المواصفات مدعياً ان هذا الاجراء سوف 'یرفع من متوسط عمر الصمام الى قدر اکبر 
من 00 ساعة اشتفال الامر الذي سيؤدي الى ارتفاع الطلب عليه وبالتالي زيادة 
ارباح هذا المصنع . من الناحية العملية پلاحظ ان اقتراح هذا المنهدس جيد بسبب 
أن ادعاءہ سيؤدي إلى رفع متوسط عمر اشتغال الصمام . الا انه من ناحية اخری 
لايمكن القبول وبشكل نهائي بمنطق من هذا النوع لاسباب قد تتعلق بعوامل 
الصدفة . وليس لاسباب فنية ( التعديلات في مواصفات الانتاج ) ٠‏ ادت صدفة الى 
رفع متوسط عمر الصمام المنتج . عليه وبهدف التأكد من صحة ادعاء هذا المهندس 
لابد من اختبار هذا الادعاء . 


يلاحظ من خلال هذا المثال اننا سوف نتعامل مع مجتمعين احصائیین الاول 
يمثل مجتمع الصمامات المنتجة وفق اسلوب الانتاج المعتمد والثانی يمثل مجتمع 
الصمامات المنتجة وفق اسلوب الانتاج المقترح من قبل المهندس . 


чуха 


وان الامر يتطلب الاجابة على السؤال التالی . هل ان متوسط عمر الصمام 
المنتج وفق اسلوب الانتاج المقترح هو اكبر من 1500 ساعة ام غير ذلك ؟ وهذا 
ү,‏ ان هنالك فرضية يتطلب الامر اختبارها مفاد هذه الفرضية هو ان متوسط 
عمر الصمام وفق اسلوب الانتاج المقترح هو اکبر من 1500 ساعة . وبهدف اختبار 


هذه الفرضية یتوجب الامر سحب عينة عشوائية من الصمامات المنتجة وفق اسلوب 
الانتاج المقترح Jes‏ ضوء قیاسات هذه العينة يتم اتخاذ القرار بشأن قبول او رفض 
ادعاء المهندس . 


فعلى فرض ان قیاسات اعمار الصمامات لعينة عشوائية مسحوبة من انتاج 
الاسلوب المقترح قوامها 25 صمام بینت ان 1600 = × ساعة وان 625 - 8 
ساعة وبفرض ان العينة قد اختیرت من مجتمع طبيعي فان فترة الثقة لمتوسط عمر 
الصمام المنتج وفق اسلوب الانتاج المقترح ( المجتمع الثاني ) بمعامل ثقة % 95 
هي 1342 ساعة الى 1858 ساعة . ووفقاً لهذه المعطیات یمکن القول ان متوسط عمر 
الصمام المنتج وفق اسلوب الانتاج المقترح هو نتيجة لقیاسات عينة مسحوبة من 
مجتمع طبيعی متوسطه 1500 ساعة حیث ان 1500 + بمعدد معرف في الفترة 
(1342,1858) . . وهذا يعني انه لیس لدينا اي .سبب كاف لرفض الفرضیة 
القائلة بان متوسط عمر الصمام هو 1500 ساعة والقبول بادعاء المهندس . ولمعطیات 
المثال السابق وبفرض ان 1600 = 125,۴5 = 25,8 = n‏ فان فترة الثقة لمتوسط 
0 المنتج وفق اسلوب الانتاج المقترح هي (1548-4,16516) وهذا 
ن هنالك دلیل كاف للقول بان an‏ عمر الضمام المنتج وفق чы‏ 
т‏ او تو کہ و 
0 ساعة وبالتحديد قد يتراوح ضمن الفترة )16516 ,1548-4( 3 
يدعونا الامر الى رفض الفرضية القائلة بان 1500 = ۸ والقبول باقتراح المهندس . 


Statistical hypothesis الضرضیة الاحصائية‎ : ٢ Ww 


بشکل عام يمكن القول ان الفرضية الاحصائیة هې ادعاء أو تصریح يتعلق 
بالتوزیع الاحتمالی ( المجتمع الاحصائی ) لمتغیڑہ عشوائي . فمثلا الادعاء القائل 
بان » жа‏ العشوائي x‏ جس کتوزیع طبیعی بوسط ۸ وتماین (с?‏ هو 
فرضية احصائية . الادعاء القائل بان « متوسط قیم متفیر عشوائی يتوزع کتوزیع 


Nee 


پواسون هو و = ۸ » هو فرضية احصائیة , والادعاء القائل بان » متوسط عمر الصمام 
انتج وفق مواصفات قياسية هو 1500ساعة» هر فرضية احصائية. وهذا يعني ان 
الفرضية الاحصائیة هي ادعاء يخص تلك المعالم التي تصف التوزيع الاحتمالي 
لمتغير عشوائی والتي نرغب في التحري عنها على اساس المعلومات المستقاة من عينة 
عشوائية سحوبة من ذلك التوزيع. وبشكل عام وكما هو متداول في اغلب 
الادبيات الاحصائية فانه يرمز لاية فرضية احصائية بالرمز 5 . فللادعاء الاول 
یمکن صياغة ‏ بالشکل رقم НЕХ ~ N)‏ وللثانی فان کو :1. 
وللثالث فان 1500 = ‚Ни‏ 

والفرضیة الاحصائية على نوعين فرضية بيطة Simple hypothesis‏ وفرضية 
.Сошрозйе hypothesis 25,‏ ویقال ان H‏ فرضية بسيطة اذا وصفت هذه 
الفرضية التوزیم الاحتمالي بشکل متکامل وبخلاف ذلك يقال ان H‏ فرضية 
مركبة . فمثلاً وعند اختبار فرضية تتعلق بمجتمع توزیعه N(M?)‏ فان الفرضية 

H : u = до, а? = д2‏ , حيث ان ۸ه . قیمتان معلومتان . شي 
فرضية بسيطة کونها وصفت التوزيع الاحتمالي بشکل متكامل ( اي аву‏ 
معلمتي التوزيع وبنقطة واحدة لكل منهما هي مم الى و % الى © ) في То‏ 
ان الفرضيات الثلاث التالیة ھی فرضيات مرکبة : مير = ير: 11 , 
کي > تھے ,مرح Hip > да? <o, Hg‏ بسبب ان الفرضية الا وی 
وصفت المعلمة ۸ بنقطة ولم تصف в?‏ والثانية وصفت المعلمة ۸ بنقطة الا انها 
وصفت المعلمة o?‏ بجال. والثالثة وصفت معلمتي التوزيع بمجال ولیس 
بنقطة . كذلك فان الفرضية التي تصف التوزیع بشکل متكامل عدا وصفها لعدد 
آخر من معالم ذلك التوزيع . لیکن ۷ مثلاً . يقال عنها فرضية مركبة ب ۷ درجة 
حربة . والفرضية من هذا النوع يتم النظر اليها على انها تجميع لفرضيات بسيطة أو 
مركبة من عدة فرضيات بسيطة , فمثلاً الفرضية القائلة بان التوزيع الاحتمالي 
لمتغير عشوائي هو توزيع طبيعي buy‏ ولا = / هي فرضية مركبة من عدة 
فرضيات بسيطة كل منها تختلف عن الاخرى باختلاف قيمة 62 وق هذه الحالة 


يقال ان H‏ فرضية مركبة بدرجة حرية واحدة لانها وصفت ۸ ولم تصف ٠٩‏ 


م / ١٤‏ الاحصاء الرياضي ده 











Test of statistical اختبار الفرضية الاحصائية‎ : ١-٢ AY 
hypothesis 


ان اختبار اية فرضية مثل H‏ عبارة عن طريقة او قاعدة لاتخاذ القرار بشأن 
H‏ فاذا كان )1060 یمثل التوزیع الاحتمالي لمتغير عشوائي ‏ وان 

,0 = 8:8 تمثل ادعاء بشان ۵ وان پل یه تمثل قیاسات عينة 
عشوائية مسحوبة من هذا التوزیع Зе.‏ وعلى اساس قياسات هذه العينة فان اختبار 
H‏ يمثل قاعدة لاتخاذ القرار بشأن H‏ هذا القرار هو ذو حدين اما قبول JH‏ 
из;‏ 


Null and alternative ل ۲ : فرضية العدم والفرضية البديلة‎ ٢ ٢ 
hypothesis 


من خلال المثال الموضح في الفقرة ( ۱۲- )١‏ لاحظنا ان المسألة تطلبت 
التعامل مع مجتمعین احصائیین الاول تمثل بالصمامات الالكترونية المنتجة وفق 
الاسلوب المعتمد والثاني تمثل بالصمامات الالكترونية المنتجة وفق الاسلوب 
المقترح . وان المطلوب هنا اختبار ادعاء هذا المهندس . في هذه الحالة نلاحظ اننا 
نقف امام ثلاث فرضیات ممكنة هي . 


. ان الاسلوب المقترح هو افضل من الاسلوب المعتمد‎ :)١( 
ان الاسلوب المعتمد هو افضل من الاسلوب المقترح ۔‎ : )۲ ( 


. انه لایوجد فرق بين الاسلوبین‎ (r) 


ومن خلال عملية التقصي للحالات الثلاث نلاحظ ان الفرضیتان (Y) (A)‏ 
متحیزتین . فالاول متحيزة لأدعاء المهندس والثانية متحيزة لمواصفات المصنع وفي 
هذه الحالة سوف نقف امام مسألة تحدید اي من الفرضیتین یتوجب اختبارها . لکن 
نلاحظ ان الفرضية الثالثة ليست متحيزة لاي من الاسلوبين فھی تنص بعدم وجود 
فرق بين اسلوبي الانتاج لذا یمکن اعتمادها كفرضية اختبار بسبب كونها فرضية 
محايدة . ان الفرضية المحايدة وفق المفهوم اعلاه تسمى فرضية العدم وهي تمثل 
نقطة الانطلاق بالنسبة Ай)‏ بعملية الاختبار قبل البدء بجمع البيانات اللازمة 
للاختبار. وغالباً مايرمز لفرضية العدم بالرمز Ho‏ . فاذا رمزنا لمتوسط е‏ 


aey 


الصمام المنتج. وفق . الاسلوب المعتمد ب Bo‏ ولمتوسط عمر الصمام المنتج وفق 
الاسلوب المقترح ب # عندئذٍ يمكن صياغة فرضية العدم до JEN‏ = ب: ما 
اوه = میب : Ho‏ وبذلك فان Н‏ تمثل تلك الفرضية التى يتم اختبار امكانية 
رفضها پفرض انها صحيحة . 


ان مسألة القبول بالفرضية Но‏ تعنی бр‏ رفض بديل او بدائل معينة لھا وان 
مسألة رفض Бо‏ تعني ضمناً القبول ببدیل أو بدائل معینة لھا وھذا يعني ان قبول 
اورفض B,‏ يمثل نتيجة لاتخاذ قرار نين Ho‏ وبديل آخر لها . ان البديل الآخر . 
НА‏ يسمى بالفرضیة البديلة وغالبأ مایرمز لها بالرمز Н,‏ | 


وبشکل عام یمکن القول بان لاي اختبار احصائي توجد فرضیتان هما Но‏ و 
M,‏ وان الاهتمام يكون منصب е‏ اختبار الفرضية Но‏ ضد الفرضية ,54 . عليه 
ومن الناحية العملية :یتوجب ملاحظة من هي Ho‏ ومن هي H,‏ على ضوء المشكلة 
تحت الدراسة : فللمثال السابق فان ۴= Но:‏ يمكن ان تختبر ضد احد 
البدائل AJO‏ مم < کڈ : بآ او وله > م: رل او ولا # ۲ : H,‏ . 
وعلى ضوء الفرضية البديلة فانه يقال ان الاختبار من جانب واحد tailed‏ مون 
test‏ اذا كانت H,‏ احد البديلين الاول او الثاني السابقين . ويقال ان الاختبار 
من جانبین .656 two- tailed‏ اذا كانت Н,‏ تمثل البديل الثالث . ويراعى 
قدر الامكان وعند صياغة Но‏ ان تكون فرضية بسيطة والابتعاد قدر الامكان عن 
صياغتها بشکل فرضية مركبة وحسب المشكلة تحت الدراسة . 


۲ ۲۰-۲ : الخطاً من النوع الاول والثاني Two types of error‏ 


ہے Хро, ү}‏ قیاسات عینة عشوائية من الفردات مسحوبة من 
مجتمع йш‏ كثافة احتمالية (۶)»,6 . وافرض اننا نرغب في اختبار الفرضية 
,8 9: وا ab‏ 60 6 9: ,8 . ان اتخاذنا لقرار بشأن قبول او رفض H,‏ 
فان ذلك القرار قد استند في الحقيقة على معطيات تلك العينة . ان الژشرات المستقأة 
على ضو: СААЗ‏ العينة فیما يخص العلمة ۵ قد لاتكون صائبة دائمأ الامر الذي قد 
يؤدي الى وقوع الباحث في نوعين رئیسین من الاخطاء هما الخطأ من النوع الاول 
والثاني . 


sey 








ويعرف الخطاً من النوع الاول بأنه الخطأ الحاصل بسبب رفض Н,‏ عندما تکون 
م ا نت من النوع الثاني بان اله لخطأ الحاصل بسبب قبول 
Ho‏ غندما تکون خاطئة , وكما هو موضح في الجدول التالي: 


قرار خاطيء А‏ 
( الخطأ من النوع الاول ) 





Ш,‏ مايرمز لاحتمال حدوث الخطأ من النوع الاول بالرمز а‏ . ولاحتمال 
حدوث الخطأ من النوع الثاني بالرمز 8 . وهذا يعني أن ؛ 
8 احتمال حدوث الخطاً من النوع الاول 
= احتمال رفض H,‏ عندما تکون صحيحة 
0 احتمال حدوث الخطاً من النوع الثاني 
2 = احتمال قبول H,‏ عندما تکون خاطئة . 


Critical region المنطقة الحرجة‎ : ٤ ے٢‎ ۷٢ 
يمثل‎ H, سيق ذکره ق لفقرة ( ۰۲ ۱-۲) فان اختبار ایة فرضية مثل‎ 
فی الحقيقة فان هده‎ ۰ Ho القرار ان قبول او رقض‎ К او قاعدة‎ ۶ 
п في فضاء غينة اقليدي دو‎ , Ja w, القاعدة تتمثل في تحديد منطقة » لتکن‎ 
في النطقة‎ Sample point العینة*‎ ¿bš بعد , لیکن 8 مثلا . بحيث لو وقعت‎ 
اذا وقعت نقطة العينة خارج‎ Ho وبالعکس تقبل‎ H, لادی ذلك الى رفض‎ W, 
يمكن‎ jue f(x,0) افا كانت پوه تمثل قياسات عينة عشوائية مسحوبة من‎ w 


E‏ ا ا . هذه النقطة تسمی نقطة العيئة وهي في الحقيقة 
تمثل مؤشر احصائي يعتمد على قياسات العينة فقط مثل دروک توج غیرهاً. 


ы 


Wo‏ فاذا امکن Ш‏ تجزئة فضاء العينة ال مجموعتین غير مشترکتین هتل 
W,= 5 - W, Wo‏ وان =ф‏ ۰ء عندئذ ترفض H,‏ اذا وقعت نقطه 
العينة في W,‏ وتقبل H,‏ اذا وقعت نقطة العينة في W,‏ . ان ایة منطقة تتمیز ہما 
سبق ذکره تتنی منطقة حرجة او منطقة رفض Hç‏ . فمثلا اذا کانت وک بر 
تمثل قياستین فان النطقة الحرجة یمکن تمثیلها بالشکل ( ۰-۱۲ ۱) 





شکل ( )١ ٠١‏ ؛ توضیح ШЫЙ‏ حرجة 








مایکون الاهتمام منصب فى تنفیذ اختبار معين اي اختیار منطقة حرجة 
۰ الذي يقلل من فرص الوقوع في في الخطأ من النوع الاول والثاني معا . الا ان 
ذلك امر صعب التنفیذ من الناحیة ы‏ ہچ سو الوقوع فی احدھما 
قد يؤدي الى زيادة فرص ا من النوع الاخر . عليه وبفرض ان قرارنا 
هو قبول H,‏ دائمأ فان ذلك ریہ من النوع الاول وجعله صفرأ 
الا ان ذلك قد يؤدي الى جعل احتمال حدوث الخطأ من النوع الثاني را 
الکبری . عليه ومن الناحية العملية فانه غالباً مایصار الى تثبيت اض ШАА‏ من 
الى الأول а‏ د قفا арлан Ба‏ يخ ا أنطقة الحرجة من 
بين مجموعة مناطق و متاحة ( كل منها باحتمال خطأ من النوع الاول هو 

) التى فیها احتمال الخطأ من النوع الثاني اقل مایمکن . 
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level of significance مستوی المعنوية‎ : ۵ ۲ w 


ان احتمال الوقوع فی الخطاً من النوع الاول ( a‏ سے احتمال mo оз,‏ متا 
تکون صحيحة ) يسمى مستوی العنوية للاختبار . او حجم المنطقة الجرجة . 
حجم الاختبار . وهذا يعني ان مستوی العنویة يمثل قيمة. а‏ جح 
قيمة Ша‏ وقبل البدء بتنفيذ الاختبار كان تکون مساوية الى ۔/"! او h‏ 5او غير 
ذلك . еа‏ و معناه تقليص في حجم النطقة الحرجة اي 
زيادة حجم منطقة قبول H,‏ اي مانعنیه تقليل فرص الوقوع في был‏ من النوع 
الاول . فاذا رمزنا لنقطة العينة بالرمز X‏ حیث (хо)‏ =× وان 
L,‏ تمثل دالة الامکان لقیاسات العينة تحت فرضية العدم H,‏ فان 


« = P,(XEW, |Н) f L dx 
М 5 Wo 


КЛ 


power of {һе test قوة الاختبار‎ : ٦-٢ AY 


s‏ وچ ہاو یح و حتمال рә,‏ نقطة-العینة في 
النطقة الحرجة عندما تكون H,‏ خاطئة وان ایة فرضية اخری بديلة مثل H,‏ 
تكون صحيحة . ويتضح من هذا التعريف أن قوة الاختبار تعتند على مدي صحة 
الفرضية H,‏ . عليه فان قوة الاختبار لاختبار H,‏ ضد Н,‏ هي ؛ 


احتمال ( رفض H,‏ عندما H,‏ صحيحة ) = P.o. t‏ 
احتمال ( رفض ,11 عندما H,‏ خاطئة ) Е‏ 
اختمال ( قبول H,‏ عندما ولا خاطئة ) —-1= 
احتمال ( حدوث الخطاً . من او الثاني ) - 21 
=1-—B‏ 


я‏ یتضح ان قوة الاختبار تمثل معيار لشدة رفضنا للفرضية H,‏ عندما 
تكون Н,‏ خاطئة . كذلك فان قوة الاختبار تزداد من خلال تقلیصنا لفرص الوقوع 
الخطأ من النوع الثاني اي تقليل احتمال حدوث الخطأ من النوع الثاني 


۹٩ 


وبالرموز وبفرض ان L,‏ تمثل АЙ»‏ الامكان لقياسات العينة تحت الفرضية H,‏ 


: فان‎ 
f =P. ) ۱۷| ۲, ( = f L, dx 
Fo لکن‎ 
f L,dx + ۳ 1,47 = Р, (8) =1 
عند فان‎ 
| L,dx = 1 — [ L,dx = 1 — 8 
w Wa اي ان‎ 


P, (XEW,|H,)=1-8£8 


مثال (A)‏ افرض ان X‏ متغير عشوائی يتوزع كتوزيع اسي بالعلمة ۵ وافرض 
ریو N IS‏ سه TEN‏ دو aq‏ 
قياسة واحدة مسحوبة من هذا الجتمع هي اح« . جد قيمة »,م وقوة 


. الاختبار‎ 
: الحل‎ 
: واضح من معطيات هذا الثال ان‎ 
Wo = (x:ix>1) О; Wo = (x: x <1} زان‎ 
(%@) 6۳ على را 267 = مان‎ 
La = Р, (хем, |н) = P,(x > ۱۱۵ =2) 
а = | 267 2*0» = (1353352 
1 کذلك فان‎ 
В -ن۶۱۷۷,|80-‎ P(x < 1|0 =1) 
1 
78 =f ٥06 = 06321206 > 1 — В = 03678794 


0 
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مثال )٢(‏ : لعطیات الثال (۱) وبفرض ان المنطقة الحرجة لاختبار Ho‏ هی 


. ثم جد 8 وقوة الاختبار‎ a = بحيث ان لک‎ Xo جد‎ . X < xo 
: الحل‎ 
т = [ م26‎ 27 dx = 0:05 
0 
=> - پوس‎ = 5 
0 
=> - ]0 - 72۳0 [ = 005 = eo = 005 
7 = 2x, = In )005( = — 29957323 
ہے‎ > 15 


= {хх > 15}, W {хіх < 15} 


15 
"p = ۱ e *dx = 02231301 
0 


PB = 07768699‏ — 1 . 
مثال (۴) : افرض ان × متغير عشوائی يتوزع كتوزيع پواسون بالعلمة ۸ . 
وافرض ان المنطقة اه افرشية 1 2: H,‏ ضد 2= 4: H,‏ على 


اساس قياسة واحدة مسحوية من هذا الجتمع هي 2 <×. جد قيمة 8,8 وقوة 
الاختبار . 


الحل : 


واضح من معطیات هذا الثال ان 


Wo = (x:x>2),W = {x:x <2} 


МА 


وان 
1- 











е 2 2م‎ 
L, = P(x4|H,) = ست‎ ,L, = P(x,4|H,)= 
хі 1 х! 
La = P,(xEW,|H,)= P(x >2|4=1) 
2 ет! 
=1-Р(х<2]4=1)=1- Y — = 5 
өф ات‎ 
0 وان‎ 
B=P x€ w|H,)= Р, (х > 2۸ = 2) 
2 2 28 e7? 1 
= X مم١-‎ (- Y = 0676676 
х=0 * x=0 X; فاذن‎ 


I — 8 = 0323324 


Optimum tests الاختبارات الٹٰی‎ : ۴ ۷۲ 


ذكرنا في الفقرة ( ۷- ۲- )٦‏ ان قوة الاختبار تمثل معيار لشدة رفض H,‏ 
عندما تکون خاطئة . وغالبا مایکون الهدف منصب في البحث عن ذلك الاختبار 
الذي تکون فيه 8 اقل مایمکن بفرض ثبات ». او بشکل مكافيء ان (6 = 1). 
اي قوة الاختبار . تکون اکبر مایمکن . ان الاختبار الذي يحقق ماتقدم یسمی 
افضل اختبار best test‏ . 


Most powerful test (МРТ) قوة‎ ASY الاختبار‎ : ۱١ ۲ AY 


افرض ان رکا ویک وہل تمثل قیاسات عينة عشوائية مسحوبة من 
مجتمع پدالة كثافة احتمالية (4)*.,4 . وافرض اننا نرغب فی اختبار الفرضية 
السيطة б,‏ = 11:0 ضد الفرضية البسيطة ,0 = 11,:6 . عندئذ يقال ان اختبار 
الفرضية H,‏ ضد Н,‏ هو الاختبار الاكثر قوة ذات حجم » اذا کان , 


۲) وه‎ | Ho} = | Lo dX = a 


“o 


Ata 


وان 
P. (x€o, | H,) > P,(xew|H, )‏ 


حيث أن س تعنی اي منطقة حرجة اخری بحیث أن : 


P, ) (٣ | Ho) = f L dX =a 


а 


وعندئذ يقال ان النطقة الحرجة Wo‏ هي النطقة الحرجة الاكثر قوة من اية 
منطقة حرجة اخری مثل w.‏ بفرض ثبات حجم الاختبار a‏ ق كاك الاحوال. 
وببساطة فان الاختبار الاکثر قوة هو ذلك الاختبار الذي تکون فيه قوة الاختبار 
)1-85( ابر من قوة الاختبار لاي اختبار آخر متاح بفرض ثبات حجم 
الاختبار а‏ في كلا الحالتين . 


Uniformly most powerful قوة بانتظام‎ ASN الاختبار‎ : ٢ س٣‎ w 
test (U. M. P. T) 


افرض اننا نرغب في اختبار الفرضية البسيطة ,0 = Нуе‏ ضد الفرضية الركبة 
البديلة ,0 6« 8 :رف . عندئذ يقال ان اختبار الفرضية H,‏ ضد H,‏ هو 
الاختبار الاكثر قوة بانتظام ذات حجم » اذا كان , 


тахеш,|н,) = f Lo dX = а 
3 وان‎ 
P,(Xea, | H,) > P,(X€o 1, ( ۷ ۵ و6 ٭‎ 
حیث ان س تعني اي منطقة حرجة اخری بحیث ان‎ 

۲,۱۴٤۵ |H, ) = f پل‎ 17× =a ¥0 و‎ 0, 


w 





Neyman-pearson مبرهنة نیمان = پیرسون‎ : ٤ АЧ 
lemma 


افرض ان Xr Xp. X,‏ تمثل قیاسات عينة عشوائية مسحوبة من 
مجتمع بدالة كثافة احتمالية )0060 (او بدالة كتلة احتمالية مثل 
(P(x,0)‏ . وافرض l‏ نرغب في اختبار الفرضية البسیطة б,‏ = 810:8 ضد 
الفرضية البسيطة ,9 = 11,:0 . لیکن K‏ عدد موجب وان وه تمثل منطقة حرجة 


ذات حجم » بحيث ان : 
f(x 9, )‏ 
хез, si‏ { = وه 
f(x,0,)‏ 


f xes: Lı к} ۱ (1) 
= * T > وو‎ 


0 





وان 





û, | xes: <K ..)11( 


0 
حيث ان ما تمثلان دالتی الامكان САЛА‏ العينة Xp)‏ رو (xp‏ = × 
تحت ۴ Н.‏ على التوالي . عندئذٍ يقال ان المنطقة الحرجة 90 بقوة 
(م - 1 )هي النطقة الحرجة الاكثر قوة لاختبار H,‏ ضد ,8 . 


البرهان : 

لتكن س منطقة حرجة اخری ذات حجم »> *م بقوة (*8 - 1). ان 
الطلوب برهنته هنا ان(»“م - 1) < (۸ - ٢)اي‏ ان وه هي النطقة الحرجة 
الاكثر قوة من ه . 
كما هو معلوم فان 


а = P, ) و۵‎ |H) = | L, dX 


وه 


5٥٦۱٦ 


وان قوة النطقة الحرجة 0 هی | 
85 ربا ۱ = |H)‏ وهع ۳,۱۷ B=‏ -1 
كذلك فان و 
s] ۱‏ ا 
=P ) 0 | Ha} = | L, dX‏ ٭م 
وان Oo‏ 
P (X€ H, ) = | L, dX‏ = 0 — 1 
J‏ 
الان تأمل الجموعات الثلاث التالية العرفة في 5 ولتکن GBA‏ بحيث ان 
۵۷ء وكما موضح è‏ الشکل ( ۱۲- ۲ ). 





الشکل ( ۲-۰۲ ) : توضیح للمجموعات .۸۰8 


الان بفرض ان 6را O), = À‏ وان © 8 buo ш‏ كانت atga‏ فذلك يعني 


أن : 


лох 











r 
f ак | له | > 19 او‎ | 
وه‎ 0 3 


w 


| L, dX > | ہا‎ dX > 
> J 


A А 8 





الان من المجموعة (I)‏ فان [X€ 5:17 >L K)‏ = وس طالما ان 


L 4 < K| L dx‏ | سمل 


f L dX > [ 
' ل‎ 4 4 


A 
۱ وهنا يعني ان‎ 
| Lax > x | L, dX > K | La dX 
a 4 “в 
ربا : 5 ع 1) = وه‎ < K L.) كذلك من الجموعة (11) فان‎ 


وان 


! 1, ax < | L, dX 5 
СА 7 فاذن‎ 
| ых<к Laxe | L, dX 
0 ۳ ۳ 
اي ان‎ 
| Lax | L, dX 
B A 
w — 
طرفی التبابنة الاخيرة تحصل على ؛‎ | ых وباضافة القدار‎ 
۱ L, dX + ۱ به‎ Laxe | L, dX 
B 8 4 c 
م‎ 3 
= Í Lax < | د وپ‎ ۱, dx > | L, dX 
“вос auc Yo 7 
اي ان‎ 


1-68 >1- + ۶ > 


ay 








وهذا يعني أن المنطقة الحرجة ۵0 اي کا < ھی افضل منطقة حرجة 





ذات حجم а‏ لاختبار H,‏ . 0 
وعلی ضوء هذه البرهنة فانه يصار الى رفض HB,‏ اذا كانت × ہے їз‏ والقبول 
L,‏ 
بالفرضیة H,‏ . وفیما يلي بعض الامثلة التي توضح ذلك . 
مثال (t)‏ افرض ان , .... ,ماه وا تمثل قیاسات عينة عشوائية 


مسحوبة من مجتمع ذي توزيع اسي بالعلمة 9 . جد النطقة الحرجة الاكثر قوة 
ذات حجم w‏ لاختبار الفرضیة ,0 = 8: ,۴ ضد الفرضية 6 > H,:0=0‏ 
ثم جد قوة الاختبار ٠‏ 


الحل : ان 


f(x,0)=0 99 x < 0 
وان‎ 


я п 


L= П f(x0=0)= H 0,е7% = ھ٢ ا۔م‎ 


і= 1 i=1 


п 


u п 
L= H 1(5,0=0,)= H 0 بر‎ = 09.75% 


i=1 i=1 


وحسب مبرهتة نیمان - پیرسون فان افضل منطقة حرجة لاختبار Но‏ هي 
E;‏ ار 
>K‏ لپ اي أن : 


0 





6( . راو‎ * ON 
1 > K~» ( .e( PE > K 


02. e oF x, 9, 


А 0 8 
еб 7° Z x, > ) 5 ) ‚К 


1 


او ان 





(0, 6, )Ех > n (Inê, - وا‎ )+ In K د‎ 
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وحیت إن 0 < ,0 - ,84 فاذن 
K*‏ 
А‏ = ——— چ Zx‏ 
8-9 
وهذا يعني ان افضل منطقة حرجة لاختبار H,‏ ھی 4×ظ أي یتم رفض 
وق اذا کان مجموع قياسات العينة اکبر من او يساوي العدد А‏ . الهدف الان هو 
a = F, (Xe, | Ho) = | L, dX‏ 


0 


° 


ویتضح من هذا JU‏ ان نقطة العينة X‏ تتمثل بالؤشر الاحصائي Ек‏ . عليه 
فان , . 

P (Zx < ۸ | 8:0 = 05) == 
| او ان‎ " 


| 
Р, (20E x, > 204| 3:0 = 0,) = а | 


ولفرض حساب هذا الاحتمال فان الامر يتوجب اولاً تحديد التوزیع الاحتمالي الى 
x,‏ < 20 اوسوف نستخدم اسلوب الدالة الولدة للعزوموكما يلي : افرض ان × <= لا 
فاذن 


M, (t) = Вет = Ее = П M, (t) 


لکن 1=# 


My (t) = ګالبو وه كب‎ J af 22), 


دوو 











عليه وحسب خصائص الدالة الولدة للعزوم فان . 
Magy (t) = M, (28t)‏ 


1 -a 
=|1- — (20 ) = )1 - 24)” 
( P. ( 28%) ( ) 


والصيغة الاخيرة تمثل الدالة الولدة لعزوم توزیع مربع كاي ب (28) درجة حرية . 
وذلك يعني أن : 
E x ~ Xam‏ 20 
عليه فان : 
رما | 201 > 2 20) «=P,‏ 
=P, (Zam > ۸7 | Ho) ۸* = 2‏ 


= 1 - P, (Zon < ۶ | Hg) > 1 — z = P, (до < ۸ |Н) 


ویتضح مما تقدم ان P, (Xan < ۸" |H.)‏ تشل 3 قيمة 
۳ بحيث ان قيمة هذا التراكم هي (» - 1) وھذا يعني 2 تمثل ыз‏ 


قيم 22 النظرية ( حسب جدول هذا التوزيع ) اي ان 
Kian (а)‏ = ۸۳ 


وكما هو موضح في الشکل ( ۰-۱۲ ۳): 





الشکل ( ۲۰-۱۲ ) : توضیح لقیم ۸۳ . 


د د 











عليه فان 
(z)‏ و = “2 = Ex; > 20, À‏ ,26 


وبذلك فان النطقة الحرجة ستکون : 
2 
ا > ۷:2 | = o‏ 
,20 


وهذا يعني أن H,‏ ترفض اذا كان مجموع القياسات اکبر من او يساوي 
Xun (%)‏ 
,20 


1 وبھدف حساب قوة الاختبا ر فان ذا ذلك یتم وفق TeS‏ 


xeo, |H: 8-8,‏ ادم 
P (Zx > 4|H,:0 = 6,)‏ = 
Р,(2#®х,<20А|Н,:# = 6,)‏ = 
P. (20 Ex, < 20,24)‏ = 
لکن 41 = Ém (a)‏ = ګر 
0 1 
200 


у‏ فاذن 


Xan ®) ) 
20, 


(S) se) 
7 ‘Kon (ه)‎ 


0 


: В = Р, (ж Un £ 287 


=P, 0‏ 
وبذلك فان قوة الاختبار هي , 


9 
1-0 1ع‎ P, ) < ] =] ыо) 
و‎ 


مثال сА (о)‏ الثال )+( ویفرض ان =3,n=4‏ ,2,6 ع ,8, 
a= 005‏ جد النطقة الحرجة لاختبار H,‏ ثم احسب قوة 





۸ 


الاختبار 


نت 
م 7 4۷ الاحصاء الرياضي 


боа} 














الحل : 


من جداول توزیع مرہع كاي عند درجة حرية В‏ نجد ان 


3 = )0:05( یز = *۸ 
عليه فان النطقة الحرجة ستکون : 
Р А‏ 
Xæ (0:05) 15-5073‏ 
rx > —Š = = 455‏ 
6 ,20 
أو أن 
5 2358455 - 
x> —— y = 4‏ 


4 


عليه ترفض. H,‏ اذا کان متوسط العينة اکبر من او يساوي 064674 . وان قوة 
الاختباز هي : 
8 - 1 


٥ 
1- (х ESES ) 
7 


2 
1 — P, (а < سب‎ 0195073) ) 


= 1- P, (дау > 103382) 


من جداول توزیع مریع كاي نجد ان 
P, ( Ze < ۱03382 ( = 075‏ 
B = 25 р‏ — 1 
عليه فان 


مثال (۹): افرض ان بد,.. ха,‏ تمثل قياسات عينة عشوائية 
مسحوبة من ٠ ө)‏ جد ШЫЙ‏ الحرجة الاکثر قوة نات حجم s‏ 
لاختبار الفرضية و6 = 0: H,‏ ضد ,0 > ,0 = 9: H,‏ ثم جد. قوة 
الاختبار . 


Адл 








الحل : واضح ان 





عليه فان , 


هرد تا سم 
ډه په 2 Ly = (f 2л eT‏ 


гы 02‏ تور 
( 7 پیا 2 ۳.6( 27 L, = ( y‏ 


وحسب مبرهنة نيمانت پیرسون فان Jal‏ منطقة حرجة لاختبار 
Н.‏ في : جح للب اي ان : 
0 


2_1 2 
E (x, 00) - E (x70 


را 


L 
نے‎ Z 2K 
Lo 


2) -0 - E(x, - 0(* < ۴ 
= 2(0, - 9) به‎ - ۵) — 00) > 2 In K 


K +n(0 — 65)‏ م2 
),0 —,2(0 


= Xx, > ,0, — 0, > 0 


z 02 — 62 
= x > 2in K + 07 о) - 
2n (0, — 6,) 


وهذا يعني ان المنطقة الحرجة الاکٹر قوة ذات حجم 4 لاختبار Но‏ هي 
À)‏ > *:*):,ن . اي ترفض H,‏ اذا كان متوسط هذه АШАЙ‏ اكبر من أو 
يساوي العدد ۸ 


Заа 








الهدف الان ایجاد قيمة 1 التي تحقق الصيغة دا Ка‏ 


х = 003 |‏ 
اي ان 


u = P(x <1 81:0 = 0, ( 


. x-8 ice 
wa = Р, تت‎ ж: کد‎ [9:0 = 6, }б= 1, 


ajy n сіу n 
3 ( 1 
به پر‎ N کر‎ 
n 


= P,(Z> y n (¿-06)) ,Z<N(01) | 
=1-P(Z< / n ((و0 -۔۸)‎ 


“P, (Z < V а (Q-6))=1-aS0%(/ n (4-6) 
= 1—4 


6 تقدم n (4—6,),Ф(7,) Ы‏ ل ы. Z=‏ قيمة 
التراكم الاختمالیٰ في мм)‏ لغاية т, и жез‏ تمثل قيمة 
من قیم Z‏ التي تعطي احتمالاً متراکماً قدره  »(‏ 1) والعرفة في جداول 
к N (01)‏ 2 . وهذا يعني أن : | 





Z, = / n (2—00) 4 = ص0‎ + 
П 


n‏ په 


وکما هو موضح بالشکل ( аР‏ 


1۹۰ 














= 0 





وبهدف حساب قوة الاختبار فان : 


PIZ J n (4-0)).Z< N(0,1) 





8 2 
وبالتعويض عن ر ب = 





- Z, 
o = 1 5 اس + روج‎ 


м п 


Р,(ХЄо, | H, :0= 0, ) 


® 
1 


P,(x < ۸۱۷, فد‎ -0( 


1 


+6 تحصل على , 


yn 


عليه فان قوة الاختبار هي : 


= P, (Z < Z, — J n (0, - ((م0‎ 
= ©)2*(,2* =Z, = n (0, -0 ) 


1f =1 OZ}. 
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مثال (v)‏ لعطيات الثال (A)‏ وبفرض أن" 9= ھ,4> ,5,8 = ,0 
ون z‏ . جد النطقة الحرجة الاکثر قوة لاختبار Но‏ ثم احسب قوة 
الاختبار. 


الل : من جداول N(0,1)‏ نلاحظ ان 1645 = Zoos‏ . عليه فان 








145 
تت3 مھ + ,0 = 1 
У‏ 
وهذا يعني ان النطقة الحرجة }45483 < x‏ { = ونه . وان قوة الاختبار 
هي 
ав ۵)28(,2۴ = Zoos = п (0, - 6)‏ 
135$ — = )4 — 3)5 - 1645 = 
)1355 -)ق -1 = 18 
من جداول (3)0,1 نلاحظ ان 009 = (1355 -)© عليه فان , 


1- f = 1 


say 


تمارین الفصل الثانی عشر 





w‏ ۱: أفرض ان X‏ متغير عشوائی يتوزع كتوزيع اسي بالمعلمة 8 وافرض 
أن المنطقة الحرجة لاختبار .3 < 80:86 د H,‏ 
على اساس قياسة واحدة مسحوبة من هذا التوزيع هي + >  «*‏ جد 
مستوى المعنوية © وقوة الاختبار. 


.٢ -‏ افرض ان X‏ متغير عشوائی يتوزع كتوزيع ثنائی الحدين بالمعلمتین 
کے ورم وافرض ان المنطقة الحرجة لاختبار الفرضية 
H, : P = 0‏ ضد 075 = H, :P‏ هي 3 < »× جد حجم الاختبار وقوة 

هنا الاختبار . 


r ٢‏ لتکن ооох,‏ تمثل قیاسات عينة عشوائية مسحوبة من 
Е‏ " توزیع بیتا (۵,1) 8 جد المنطقة الحرجة الاکثر قوة ذات حجم بو 
لاختبار الفرضیة ,0 Н:0=‏ ضد و9 > ,0 -8: رلط. 


وآ اشرق لوگ ый‏ سر سات عينة عشوائية مسحوبة من 


مجتمع ذي توزيع اسي بالمعلمة و . جد المنطقة الحرجة الاكثر قوة 
Ho пы А‏ ضد الفرضية eH, : = 6, < б‏ 
جد قوة الاختبار . / 

w‏ « لیات التاق эб‏ و و ,3 > ,4,8 = ,6 جد 


المنطقة الحرجة الاکثر قوة ثم احسب قوة الاختبار.001 = а‏ 


ب ١5‏ افرض ان بو یھی . تمثل قیاسات عينة عشوائية مسحوية 
من N(0,e2)‏ جد المنطقة الحرجة الاکثر قوة ذات حجم ىم 
اتال Шуй‏ په که د رل قد په وہ فو يو كر جد 
قوة الاختبار ۔ 


. لممعطيات السؤال (A л)‏ وبفرض ان 9= 4,8 = 6,063 بو 
5 = جد ای h‏ الاکثر قوة ثم احسب قوة الاختبار . 


хут 








23Ү 


۳۹ 


м 
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مود 


۸ فرض ان ماد دواد یه تمثل قیاسات عينة عشوائية مسحوبة 
من مجتمع ذي توزیع پواسون بالمعلمة + . جد المنطقة الحرجة الاکثر 
قوة ذات حجم a‏ لاختبار مه = Н:А‏ 4,22 > 4 = 2: ,8 ثم جد 
قوة الاختبار . اذا کانت 10 = 01,8 = 05,4 = ,005,5 = »جد 
تلك المنطقة الحرجة مع حساب قوة الاختبار . 


٩‏ اذا كانت پور یھو تمثل قیاسات عينة عشوائیة مسحوبة من 
توزيع هندسي . بالمعلمة P‏ . جد المنطقة الحرجة الاکثر قوة ذات حجم 
x‏ لاختبار H, : ۳ = P,‏ صد H, : ۴ = P, < P,‏ ثم جد 

قوة الاختبار . 


v‏ لمعطیات السؤال ( ٠١‏ ۹) وبفرض ان 6 = ,n‏ 05 = رط 
a= 005 , P, = 02,‏ المنطقة الحرجة الاکثر قوة ثم احسب قوة 
الاختبار . 











الملاحق 


ملحق (Í)‏ المصادر р‏ 
ملحق ۱ب ) الجداول الاحصائیةۀ в = озолаоа‏ 
ملق ( ج ) مصطلحات رياضية واحصائية 
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Ў‏ الملحق ب ب 

بے ж,‏ × ٭ جداول احصائية × × X‏ 

1 . جداول توزيع ثنائي الحدين‎ ١ 

. جداول التوزيع الهندسي الزائدي‎ = t 

А جداول توزیع پواسون‎ ٣ 

٤‏ - خداول التوزیع الطبيعي, 

° - جداول توزيع بيتا , 

5 جداول توزیع مربع كاي 

۷- جداول توزیع ٤‏ 
بوت جدا وی توز Ры‏ 

۹ = جداول توزیع المدی القیاسی 


ہے ود و 


УЗА 


الجدول ۱۱ ب ) ؛ توزيع ثنائی الحدين 


Р(х) = Œ P*(1 (۰ 
x = 0, ہا‎ 2, ... n 
0 > ۶ لج‎ 
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تابع الجدول -١(‏ ب) 





z 
° 
1 
2 
3 
4 
5 
5 
7 
8 
9 
0 
1 
2 
3 
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5 
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0 
1 
2 
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PONHO FS PONDO‏ و موو 





۳ 
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تابع الجدول (۱- ب) 






















«ا(مهممم ووي موق 


وود ویو توا F&F‏ ومهم وه هوو 


> 
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17 


عسوو مه هر موه ہد مجح كر 
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( تابع الجدول (۱- ب) 


aaa 8‏ سر مو مر 
و سوه ها وید ONO‏ 


ә 
5 


























م / ۲ الاحصاء الرياضي 


wy 





428571 
1 


8 4 2 4 
8 4 3 0 8 
3 2 


8 431 
4 


7 5 3 2 9 
7 5 3 3 4 
7 5 4 04 
7 5 4 3 29 


TES 


6 5 4 4 3 
6 5 5 4 33 


2 


5 4 2 
4 


090 


6 5 2 2 666667 
$ 5 3 2 .0 
6 5 3 3 0 

667 


6 5 2 
6 5 4 3 4 


i 


5 3 3 3 
4 
4 


0 00 


571429 


8 4 2 0 6 
2 


8 


57 ۔ 


100000 


7 5 2 2 0 


е i‏ جا 


5 3 3 0 


0 00 
00000 


В 3 3 2 7 
8 3 3 3 7 


4 
4 


476190 


333355 


1 


0 


300000 
0 


5 3 3 


1 


8 


1 5 2 0 047619 


833333 


6 4 4 4 67 
5 1 
51 


6 
6 


5 3 2 ۵ 
3 2 
2: 2 


0 4 
1 6 


И 
1 


5 
5 


166657 


7 


. 100000 


«178574 
535714 


1 


8 3 3 


7 4 4 2 6 
3 4 4 3 7 
7 4 4 4 ۱ 


6 4 3 2 00 
6 4 3 3 0 
6 4 4 2 400000 
$ 4 4 3 3 


6 4 3 1 


8 3 2 2 
8 3 3 0 


2 2 
1 0 400000 


3 


43ء 


00000 
0ءء 


8 3 2 0 3 
335714 


8 
8 
8 
8 


8 3 2 


7 4 3 2 06 
7 4 3 3 6 
1.114286 


744 


5 2 2 0 .300000 


200000 


625000 
-375000 


2 4 


0 
1 


1 


2 
3 
3 


6 4 2 2 000 


6 4 2 


2 
2 
1 


7 4 2 2 28714 
7 4 3 0 0285! 
-342857 


ور 7:۸ 


333333 


0 .600000 


1 
! 
1 


4 3 3 3 0 


5 4 2 0 7 


6 
6 


2 


8 2 2 0 4 
428571 


666667 


0 3 


800000 


0 


429 


nE 


1 


4 


9 000 
20000 


2 
2 


1 
1 


8 


7 4 2 0 7 


7 
7 


6 3 3 3 0 


‚7150000 


4 3 3 2 


7 3 3 3 ۱ 
9 428571 
1 1 29 


i 


4 
4 


450000 
450000 


3 


6 3 3 
3 


4 3 2 2 0 


00ء 


9 875000 


0 250000 
750000 
-500000 


1 


4 3 2 


8 


6 3 2 2 
6 3 з 0 0 


63 2 


3 
3 


4 5 5 6 7 
3 5 6 6 7 
7ء 


7 3 3 2 7 7 6 6 6 


2 


4 2 72 2 


4 


114286 
{514286 


7۰ 3 $ 


500000 


666667 
-166667 


f و‎ 0 


6 3 2 0 90 


422 


5 5ج‎ SRE 
لد دچ‎ SER 
595 525 
Bë ЕЕЗ 
REFER وه‎ 
ann چا پا مل‎ 
uam eww 
boo vov 
ممم‎ c=. 
ак хақ 
وگ مر و‎ 
sep و وج‎ 
د چ کے‎ REF 
579 8 5 
as wan 
یہ اوھ ر ښربت ال‎ 
nna теч 
موم موم‎ 
сеп 5 

2 2 2 

252 š 
5955 яя 
با او و واه‎ 
سی ویرت‎ 
لہ ہہ‎ mam 
e° vve 
۳ چو‎ 
8 š 
2 x 
2 5 کے‎ š 
غو په ته‎ ы Жы چم‎ 
دهم‎ o-o 
پیم کا‎ саш 
وم ساسا ہم‎ 
nee vvs 


-285114 


1 
1 


7 5 5 3 476190 

7 5 5 + 0 

7 5 5 5 989 
° 


7 
7 
762 


4٩ 0 


23و 


1 
0 67 


' 
1 
2 


6 
6 
6 


666667 
565667 


1 
1 


0 333 


3 2 2 


.857143 


1 
1 


6 
5 


7 2 2 0 0 


.166667 


1 
1 
1 
1 


-142857 


285714 


7 2 1 8 
E y 


7 


0 33 


00 2 3 4 و 
400000 3 3 4 5 
0 3 4 4 5 
20000 4 4 4 5 


2 


1 


5 


-533333 


0 667 


1 0 857143 
1 1 442857 


6 5 5 5 


7 


«142837 


7544 


-166667 


0 500000 


1 


و 


N nux 





وم 


د مه م N‏ 








ру) 





N пах 








الجدول ( ۲ < ب ) : التوزیع الهندسي الزائدي 








му 


9 4 4 0 3 





8 8 ۲ 


9 


047819 5 5 6 و 


8 6 6 6 4 


5 6 6 م 


4مھ 5 5 8 و 
?66666 5 6 & و 
3 6 6 8 9 
8 6 7 8 9 
2 7 7 8 9 
R 8 7 776‏ 9 


9 8 5 4 6 


3357143 


4 5 6 و 


ASN 


119048 


9 6 4 4 


155667 


-555556 


4 2 0 68 


8 685۹ 4 ۹ 
5 5 107143 
& 6 6 4 535714 


86 


9 € 4 3 476190 


6 4 4 6 8 
2 2 4 و 357143 


6 8 
3 ہت 


7 
9 2 


357143 
214256 
571429 


4 
4 


4 4 6 


444444 3 4 8 و 


2 


8 6 Уз 
6 


535714 


2 


3 


555556 


0 


4 1 


9 


33 2 3 8 و 
7 3 3 8 و 


9 


5 3 3 3 و 


107143 
4 د 


86 3 
6 


9 6 3 5 


l 


2 8 


8 


416567 


500000 


1 
2 


2 


96 2 
6 


888889 
.222222 


пип 


1 
1 


0 


9 8 2 


1 
1 


8 
8 


9 
9 


9 6 2 3 


3 و 
3 2 2 3 و 


0 84 


3 


6 
ó 


8 5 5 5 87 
6 


8 5 5 3 4 
8 5 5 4 7 


8 


.666667 


6 


2 


.76 


1 


0 000 


9 6 
8ھ 7 


5 


583333 


1 
1 
1 


ہے ام 


٨ 


9 7 6 6 3 


9 5 5 3 461 


i 


3 
© 
- 


9 5 5 2 1460 


8 5 4 3 71 
R 5 4 4 9 
5 2 .178571 


3 


166667 
416667 





1 3 


وی و 


Q 3‏ 2 2 و 


5 5 7 و 


2 
z 
8 
8 
- 
+ 


4 3 6 
4 4 277% 
3 8 
1555556 


4 





«478571 
071429 
2478571 


يم بت 


е چا‎ 


O 9 


8 7 7 6 00 
FT 7 
1 


8 7 6 6 25000 


8 7 6 5 0 


2 4 


3 
3 5 
و 3 5 


8 
8 


125000 


165067 


9 7 3 3 416667 


9742 


9 5 3 3 8 


1 267857 


8 5 3 0 7 
5 


Ж.‏ و 


2 .00 


7 


9 


l 


357143 


9 5 3 с 047619 
97.573, 
9 5 3 2 0 


! 


3597143 


1 083333 


9:25 


74 .۔ 


2 3ڈ 


$ 7 5 5 0 





و ع ع مع ع عع 
سا د ہا کے کے E‏ 
5565 
28 2 2 
په مسر په ې په wp‏ 
ہم ہہ ہہ مام پ 
ہی مس سا و د ای 
وم эө егт‏ 
о ооо оо оо т‏ 
ERE Н А‏ 
ای و د وہ چ ي 
БЕ FSRR‏ 
Ж... Ж.‏ چب s‏ 
ora‏ سو ےا مہ 
ہہ یر بم بااپ پ یہ 
پي پې مض مہ مني هاي 
ہر هم оо о‏ موه 
EE Š‏ 7 2 
یو په په په ساسا We.‏ 
> په ام يم یمان اه 
ew‏ چا م مر يم يم اب 
مرم ليم مج وم 
юш a o e co‏ م مه 

عووح وج 8 

5 ۵ ۶ ss کے‎ 

خد يې کہ کے 

سا جو تا ا 
ووو مہ مہ سم 
w*<‏ 
کر يه بپ چ واي 
په ж‏ مو مر تت юш‏ = 


3 6 6 و 


095 


1 0 


4 


: 


| 
| 


0 


8 7 


R 4 3 3 9 


حم 





x 


в 


рх} 


۲ Же к 


пах px) 


N 


aax рх) 


N 





تایع الجدول Y)‏ =( 





Муг 


188888888 нини 
2 5 ۶ 5 5 2 8 6 چ‎ йт ë 8 ۶ š š Š 
© ی9 4+ ورمرم مه سا اى‎ к. wm wm 
تلاکو لها ادو‎ а ас وو واو اوو هد‎ 
=e о оо оооо mee e m > موو‎ 
۶ ۶ 2 2 و و و و و و و و و و و و و و2 و و‎ 














وڈ ИНТЕ ئ٢ FEER EFE КЕЕ‏ 3 
р 8 ۶ 2 5 55 8 838 EERE‏ ےج لو و و ۶ 8 کے 8 С‏ 8 ۹۹888 
p,‏ سی هدنه N‏ کو ورون EER‏ اہ 
کر و puyuy‏ و чаша‏ ده 
ې ж‏ یې э оо = ос © 00 © 0С o о o‏ مه ته = © 20 00 ш‏ رم مممومومم څ фы‏ نو کت مو و موه کک 
و و و و ع و و و و و و و ه و و 2 ۶ ۶ ۶ ۶ و و و و و و و و و و و و و و 2 8 ۶ ۶ ۶ ٩‏ | = 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 





5 


60 
023810 
400000 
600000 
133333 
333333 
114286 
380952 
۱۵ 6 4 4 071429 
023810 
«238095 
114286 





5 0 


6 4 428571 
5 


6 3 380952 


0 
1 
1 
2 
1 
1 
2 


х 
i 
3 
4 3 


п 
5 
10 5 4 
5 
۱0 د‎ 4 4 
6 


2 
2 
5 


6 


10 6 
10 
10 6 4 2 428571 


10 5 5 5 68 
0 6 3 ۵ 033333 
6 300000 

6 -500000 

0 6 3 3 6667 
0 6 4 0 2 


۱10 5 5 4 06 
10 6 2 0 
۱0 6 4 3 


10 6 
10 6 


10 6 5 3 476190 
23 


10 6 5 4 


3 
صا مامه ` 
° 


10 6 4 
10 6 5 
10 6 5 
10 6 


Т 
تج‎ 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
| 
i 
| 
! 

i 
! 
1 

{ 
| 
١ 

10 7 з о 008333 











РРА е‏ کو اه ی بو و مه 
= 25258 د s RA‏ ې 2 ت3 2 2 3 
5 > ا وج 2 ROROA‏ $ ني т! ZEARRA‏ 
8 به M 5 5 ٩ S‏ پوبه ча‏ 5 پا ۶ څل ۶ 4 5 8258 
Ае ды Sr RESA багар °‏ ا اہ ہہ ہر 
5 ہے پر و وو ое але‏ ماه وس و رر sl‏ 
га‏ < + په په ې په په چه چه په چه ہم یې مر و یہ یم پش یم هم مه سه Kl‏ 
е 2‏ و و و و و و و و و و و و و و و و و و و و و و او 






تایع الجدول t)‏ ) 


الجدول Y)‏ - ب ) : توزيع پواسون 
وس 
———;х=0,1,2,...,ц=АЛ‏ سے Р(х)‏ 
x!‏ 


٢ .7408 . 3 7 2 
21637 .2222 .2681 .3033 .3293 .3476 .3595 Е 


10033 0072 .0126 .0198 .0284 .0383 4 
10002 .0007 .0016 .0030 .0050 .0077 Un 


2169 2303 2417 .2510 .2584 2678 

0867 0098 1128 1255 1378 .1496 

0260 0824 0395 .0471 .0551 .0636 0723 

0062 9111 1 .0176 0218 0 

0012 0018 0026 .0035 ‚0047 1 .0078 

0002 5 .0008 001 0015 .0020 
соот .0001 .0001 .0002 3 .0005 





2.3 2.4 2.5 2.6 27 28 2.9 





.0174 0206 .0241 .0278 0319 .0382 .0407 .0455 
0083 9 


.0055 0068 5 0099 0118 .0138 0163 0188 
0015 0019 .0025 0033 .0038 0047 .0057 58 
0004 .0005 0007 .0009 ооп 004 .0018 .0022 
0001 .0901 0002 .0002 ۰ 98 0005 .0006 


0111 0128 .0148 0189 0215 .0251 
0040 7 .0056 0066. 9 .0102 9116 
0013 9016 .0019 .0023 0033 .0039 5 
0005 ‚6006 .0007 0011 .0013 0016 
0001 0001 .0002 .0002 0003 .0004 5 
1000 .0001 .0001 .0001 боо: 0002 
5000 .0000 .0000 00009 80 0000 .0000 





МА; 





чае гшюзо! 





1ч‏ وح و وف وو 





.1108 1003 .0907 .0821 .0743 0672 .0608 .0550- 
2438 2306 2177 2052 .1931 1815 1703 86 
.268} .2652 2018 .2565 .2450 5 


1082 1169 11254 113386 1414 1488 1587 11622 


BES onnon һәю-о 


з 











EONS ONGD ws 


یر =a‏ عمد مس we‏ 





تابح الجدول t)‏ ب ) 








.0392 
‚0200 
0003 
0039 
0015 

0006 


10002 
.0001 
.0000 








= HONS оче 


EONS оета жшюео}н 


КЕЕ] 


a‏ اوسن وهر یدنہ 


š 


л BONS | چا‎ 3 





дүү 


























تابع الجدول t)‏ — ب) 


£ 








z 7. 75 Т6 
z 3 
1 
2 
3 
4 
5 
8 
7 
8 
9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
z 
0 
1 
2 | 
3 
4 
5 0752 
6 11066 
7 Ех 
8 
9 
10 
ا‎ 
121 
13 { 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22.1] 
z 
0 
1 
2 
3 
+ 
5 
S 
т! 
8 Í 
В. 





AVA 
































وو 





9 8 
1259 
1112 
0808 
0 


0+ 








0313 
0192 
0111 
0060 
0031 


0015 
0003 


0001 
0001 


97 


1245 ` 
1098 
Оя. 
0662 
0459 


„0297 


98 


1241 
1085 





93 


.1235 

1067 
.0844 
0617 
.0419 

















Ë 255538 FUNIS очла سوه‎ Îs 


په 


_—— ا‎ e 


“мул 














4 
.0019 
.0026 
.0036 
0048 
.0064 
.0084 
-0110 
0143 
0183 
‚0233 
0294 
.0367 
.0455 
.0559 
.0681 
.0823 
.0985 
.1170 
9 
1611 
.1867 
.2148 
2451 
76 
3121 
-3483 
-3859 
4241 
4641 


5۸ 


0001 


0014 
0020 
‚0027 
.0037 
.0049 
.0066 
.0087 
0113 
0146 
0188 
0238 
0300 
0375 
0465 
0570 
0694 
0838 
.1003 
1190 
1401 
.1635 
.1894 
7 
.2483 
.2810 
-3156 
-3520 
-3897 
4286 
4681 


الجدول )2% ب ) i‏ التوزيع الطبیعي 


f(z)dz 


- ю 


Z< ۷ )0۱(, 00 > Z مہ‎ 


0007 .0005 .0003 .0002 .0002 0۱1 
0017 .0017 .0016 .0016 .0015 5 
.0024 .0023 .0023 .0022 .0021 .0021 
0033 .0032 .0031 .0030 .0029 .0028 
.0044 .0043 .0041 .0040 .0039 .0038 
.0059 .0057 .0055 .0054 .0052 .0051 
-0078 .0075 .0073 .0071 .0069 .0068 
.0102 .0099 .0096 .0094 .0091 .0089 
0132 .0129 .0126 .0122 .0119 .0116 
.0170 .0166 .0162 .0158 .0154 0 
0217 .0212 .0207 .0202 .0197 .0192 
:0274 .0268 .0262 .0256 .0250 .0244 
0344 .0336 .0329 .0322 .0314 .0307 
:0427 .0418 .0409 .0401 .0392 .0384 
.0526 .0516 .0505 .0495 .0485 .0475 
0643 .0630 .0618 .0606 .0594 .0582 
.0778 .0764 .0749 .0735 .0722 08 
0934 .0918 .0901 .0885 .0869 3 
1112 ۰1093 .1075 .1056 ۰.1038 0 
.1314 .1292 „1271 ۰.1251 1230 .1210 
-1539 .1515 .1492 .1469 .1446 23 
۰1788 .1762 .1736 .1711 .1685 0 
2061 .2033 .2005 .1977 .1949 .1922 
2358 .2327 2297 .2266 .2236 .2206 
.2676 .2643 .2611 .2578 .2546 .2514 
.3015 .2981 .2946 .2912 .2877 .2843 
.3372 .3336 .3300 .3264 .3228 .3192 
.3745 .3707 .3669 .3632 .3594 .3557 
4129 .4090 .4052 .4013 .3974 .3936 
4522 .4483 .4443 .4404 .4364 .4325 
4920 .4880 .4840 .4801 .4761 .4721 


Е(2) = 8 )2 > (ع‎ = | 


0010 


0018 
.0025 
9034 
0045 
.0060 
0080 
0104 
:0136 
.0174 
0222 
0281 
0352 
0436 
.0537 
.0655 
.0793 
51 
1131 
.1335 
-1562 
1814 
.2090 
2389 
2709 
0 
-3409 
-3783 


4168 
4562 


.4960 


-0013 


0019 
.0026 
.0035 
.0047 
.0062 
.0082 
0107 
0139 
0179 
0228 
.0287 
.0359 
.0446 
‚0548 
.0668 
.0808 
.0968 
1151 
‚1357 
.1587 
-1841 
2119 
2420 
2743 
.3085 
.3446 


3821 
4207 


.4602 
.5000 





Ф ю p La ما مذ باج‎ 











تابع الجدول )= ب) 











9 8 7 6 5 4 3 2 1 0 7 
9 5319 5279. 5239. 5199. 5160. 5080.5120. 5040. 5000 9° 
л 5298 5438 .5478 .5517 .5557 .5596 .5636 .5675 .5714 3‏ 
6141. 6103. 6064. 6026. 5987. 5948. 5910. 5871. 5832. 3793 2 
7 6480 3 6406. 6368. 6331. 6293. 6255. 6217. 6179 3 
6879. 6844. 8 6772. 6736. 6700. 6664. 6628. 6591. 6554. 4 
7224. 7190 7 7123. 7088. 7054. 7019. 6985. 6950. 6915 3 
7549 7517 6 7454. 7422. 7389. 7357 ۰7324 7291 7257 6. 
7852‚ 3 7794. 7764. 7734. 7703. 7673. 7642. 7611. 07580 7 
8133. 8106 8078. 8051. 8023. ۰7995 7967‚ 7939. 7910. 3881 8 
9 8365 8340. 8315. 8289. ۰8264 8238. 8212. 8186 8159 9 
8621. 8599. 8577. 8554. 8531. 8508. 8485. 8461. 8438. 8413 1.0 
0 8810. 0 8770. 8749. 8729. 8708. 8686. 8665. 8643. 1.1 
9015. 8997. 8980. 8962. 8944. 8925. 8907.. 8888. 8869. 8849. 12 
7 9162 7 9131. 9115. 9099 9082. 9066. 9049. 9032 13 
9 9306 2 9278. 9265 . 9251. 9236. 9222. 9207. 9192 14 
9441. 9430. 9418. 9406. 9394. 9382. 9370. 9357. 9345. .9332 1.5 
9545. 9535. 9525. 9515. 9505. 9495. 9484. 9474. 9463. 19452 1.6 
9633. 9625. 9616. 9608. 9599. 9591. 9582. 9573. 9564. 19554 17 
9706. 9700 9693. 9686. 9678. 9671. 9664. 9656. 9648. 9641 1.8 
9767. 9762 9756. 9750. 9744. 9738. 9732. 9726. 9719. 9713. 1.9 
7 9812. 9808. 9803 8 9793. 9788. 9783 9778 1.9772 20 1 
9857. 9854. 9850. 9846. 9842. 9838. 9834. 9830. 9826. 9821 21 | 
9890. 9887. 9884. 9881. 9878. 9874. 9871. 9868. 9864. 19861 2.2 
9916. 9913: 9911. 9909. 9906. 9904. 9901. 9898. 9896. 9893‚ 2.3 
9936. 9934. .9932. 9931. 9929. 9927. 9925. 9922. 9920. 1.9918[ 24 
9952. 1 9949. 9948. 9946 .9945. 9943. 9941. 9940. 19938 2.5 
9964. 9963. 9962. 9961. 9960. وووو 9957. 9956. 9955. 9953 2.6 
94 9973. 9972. 9971. 9970. 9969. 9968. 9967. 9966. 9965 27 
9981. 9980 9 9979. 9978. 9977. 9977. 9976. 9975. 9974‚ 28 
9986. 9986. 9985. 9985. 9984. 9984. 9983. 9982. 9982. 9981.[ 19 
1.0000 99 وووو. 9998. 9998. 9997. 9995. 9993. 9990. 79987 3 





AY 











الجدول Y‏ 6 دا ) : توزیع بيغا 


f> 
Е(х)=Р(Х<сх)= | دون (ۍ )؟‎ 5 
0 


X~ مه ) وامع‎ 8 ( : 0 <x > і 


5 ә 3 1 19 15 مو‎ s 30 35 
l 





KE aa عم‎ : ۱ 


z] -0061568 | ۰9026000 | ٠0015429 | -0011119! -0786320 | ۰0۳71179 | ۰0880300 | ۰0352300 ; 0 
0 | -097500 | 050000 | «033617 | +02539: | 920308 | ۰01۵954 | +014548 | 41 011334 
5 | 452 ۰13572 0973208 | -076010 | 3 2ھ‎ -046007 +040671 030447 Í 
9| -34163 «22361 718825 1335 "11338 097611 ۰085797 | 0 ‘068879 | 


10427+ 11482* 8ء 14409 16528 19403- 3 | 80171" 4 | 15 
9ء 15316 7۔ 18926* 7 24880- 29559" 38840" 8 | 2-0 
۱ | 19919 20390" 23182 16063 29811- 34929- 4480ء 28+ | 2-5 
20783 22532 94613 27134 30260+ 344250 39607' 41251“ 801 
0 58 28082« 30777+ 34080" 38245 4379 51890“ 1 | 35 


28894- 28924" 31301" ۰34126 37553" 41820 47338- 54928“ 4ھ 
717 7ء 53 31203+ 40712 45035 50546" 68003- 6 | 45 
32286' 34494 044 | 40031- 43590 47930- | 63402“ 60698 54 |50 | 
34732 0 4ء 5 98 1ء 55958" 63073- 88843 Í‏ 
56ھ 39338" 41980 45036- 48626- 52932- 58256+ 65164 8 | 64 





@5 | 4 87070 “60338 65102 50888 +47255 44187 "41521 29176 
14| ۶ 30 62217 571056 69972 49310 46242 43563 `| 86 
TS | 9 7ء‎ 63933: -68907 "54750 "51017 48169 45474 43094 
Фә | 07 7ء‎ "65503 -80584 “E0499 1 +49949 +47267 44880 
8 | 81263 84ء‎ 0944 “62131 -58103 54645 51624 1 -46564 


Фе | 1 14113 68211 4 +59605 +66189 +53194 -50535 "48152‏ 
49652- 52027- 54669- 58ء 61004" 4894 89496- 8ء 3 | 9 
71ء 4 | . ۰86058 58990“ 18 +7 19632“ 16160 007 
52415- 54164 57303“ 0293 0+ 7ھ 11697 7ء 8 | 105 
53689- 78 6ھ ٤61‏ 64684“ 63360- 12669 8۔ 7 | 11.0 


54808- 73ء 71 62590“ 05764- 69377" 73586" 0 4 | 115 
58 | ۰68343 64ء 62454“ 66780+ 10297+ | 1444 79418" 1 |120 
57141" 569416 61909" 84683- 86 1219 ۲540ء 80099- 1 | 127 \ 
58183" 60436 62900- 65817 68643" 722060 76004" 80736" 7 |130 ' 
59177" 61407 83842- 86522+ 69499" 72854" 16715 81354 4 | 185 | 





60125 69332 4138© 617381 10313 736054 11386+ 81896 4 | .14 
53ء 76ء 8ء { 53 “T6559‏ 7ء 82247- 886989- 04 | 180 
8ء 78150" 4 ; 91608- 82517- 85591- 87881- 90497* 8 206 

"90837 Е 0 +93720 | 92458 *01290 “90192 +59148 0 -87191 
11-00009 اه‎ 1.00000 1-009009 | 100000 ۱1۰00000 868 


L= : ۳ l 



































ملاحظة , ان کل ше‏ وان كل ۸ تمنی 


SAY 











تابع الجدول زه ب ) 


مود 290 مو 140 114 9-86 6-5 50 40 


| I 
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14089 | 9925 | 6965 | 4303 | 2920 816 289 
1-453 41 | 4541 | 3182 | 2353 765 277 
5:598 04 | 3747 | 2116 | 2132 741 1 
4713 4032 | 3365 | 2571 | 2015 727- 267 
4:317 7 | 3143 | 2447 | 1943 718- 265- 
ли 1895 | 2365 | 2998 | 3499 | 9‏ 283 
3833 5 | 2896 | 2306 | 1860 708 262 
3-690 8250 | 2821 | 2262 | 1833 3ء 261 
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i‏ 3497 3108 | 2718 | 9201 | 1-796 697- 260 
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3.286 2947 | 2602 | 2131 | 1158 91 258 
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3-222 2898 | 2567 | 2110 | 1740 689- 7 
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3-067 9 | 2479 | 2-056 | 1706 684 266 
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3-047 3 | 2467 | 2048 | 1701 3ء 90 
3-038 2156 | 2462 | 2045 | 1699 | 1-311 | 663 256 
3-030 0 | 2457 | 2042 | 1897 | 1310 | 633 356 
2.971 2704 | 2423 | 2-021 | 1684 | 1303 | 681 255 
2-915 909 | 2390 | 2060 | 1611 | 1296 | 79- 254 
2-460 2617 | 2-358 | 1980 | 1658 | 1288 | 677‘ 254- 
۶ | 2676 | 2326 | 1960 | مر | 9 | 614 3 
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fis | 20 | 4 [ зо 40 I HE =‏ 12 | 10 || 9 8 1 7| 6 5 | 4| 3 ېړ 
S000 |5403 |5625 |5764 [5859 |5928 |5982 |6023 |6056 |6106 16157 |6209 16235 |6261 |6287 3 6339 | 6366‏ | 4052 أ 
.j995 |995 1995 |995 1995 5‏ ۱994 هووا 994| 1994 هووا 994| 994| 993( 99.3| 992| 992| ogs logo‏ | 
261| 262| 263| 264| 265| 266| ۱267 269| ۱271 ۱272 27-3( 275[ 277( 279| 282| 7 دا 1293 [зо‏ 3341 
l180 [162 (160 liss [152 (150 ав jie? pas |144 ۱142 |140 139 [138 ۱۱۵7 ۱۱۵7 1136 |135‏ 1212 
٩۱۱ | ۶‏ ]920 | 9.29 9381 | 47و | 9-55 |972 | 9-89 | jiro Boz os поз (102 ۱۱١٥١‏ موی درا l123‏ وی اہ 
[io9 | 928] 945] 875] 847 | вав | вло | 798 | 787 | 772] 756 | 740 | 732 | 7231 714 | 71.061 ٩97 | 8‏ 61137 
5 ]574 5821 | 59 ]599 | 607 | 6.16 6311 |647 | 662 |672 | 6-84 | 699 | 719 | 746 | 7.85 | ومع ]955 | 2|122 
6 ]495 5031 | 512 )520 | 528 | 536 ]$52 | 567 )581 |591 |603 | 618 | 6-37 | 663 ]201 | 759 دیع | 8|113 
во? | 699 | «42| 606 | 5-80 | 561 | 5-47 | 535 | 526 | 511] 496 | 48۱ | 413 | 465 | 457 | 448 | 4401 1‏ | 106 او 
ioo | 7.56] 655 | 599 | 564 | 539 | 520 | 506 | 494| 4851 471 | 456 | 44۱ | 4331 425] 4۱7 | 4۵8 | 400) 1‏ ۱۵ 
360 169 378 286 | 394 ]402 | 410 ]425 | 4440 | 4-54 | 463 ]424 | 489 | 507 ]532 |567 | 622 | 2.21 ]965 ار 
S06 | &82 | 464 | 4-50 | 439| 430] 46 | 40) | 386 | 378 | 370 3-62 j 3.54 | 345| 6‏ ]541 | 595 |633 9.331 اور 
317 325 334 ]343 2511 3:59 | 366 }382 | 396 ]410 ]419 | 4-30 | 444 | 4-62 | 4-86 | 521 | 5.74 زوجم 9:071 151 
8 ]309 )318 ]327 | 335 ]343 ]3-51 |366 | 280 | مود |403 | 4-14 | 428 | 446 | 4-70 اهمد | 556 6511 ]#86 ]14 
ВЕ! 636 | 542 | 489] ase | 4-32 | 4-14 | 400 | 3-89 | 380] 3-67 | 352| 337 | 329| 321 | 313] 305 6 287‏ ]15 
вз 623 | 529 |477| 444 | 4-20 | 4:03 | 3-89 | 378 | 369 | 355 | 341| 326 | 318 | 3101 2.021 293 2.84 | 5‏ ]16 
Baal 611] 519 | 467| 434 | 4-10 | 393 | 3:79 | 3-68 | 3-59 | 346 | 331 | 316 | 308 | 300 | 292 283 225] 265‏ ]12 
257 266 2751 | 284 2921 )300 | 308 | 323 | 337 اود | 360 | 3-71 | 384 | 401 | 4-25 | 458 | 509 |60 kal‏ |17 
s93| 501 | 4-50 | 417 | 394 | 377 | 3-63 | 352| 343] 330 | 315] 300 | 292 | 284 2767 267 258 249‏ ]819 ]18 
gio] 395 | 494 | 443 410 3.87 | 370 | 256 | 346| 3-37 | 323 | 309 | 294 | 286 | 2+8 269 26۱ 3 242‏ او 
26 6 ]255 ,264 2721 ]240 | 288 | 303 | 317 |331 |340 | ركد | ید | 381 | 4-04 | 4-37 | вох! 5-78 | a87‏ |21 
1 240 | 2-50 1 2-58 7 2751 ]283 | 298 | 312 | 326 |335.| 3-45 | 359 | 376 | 3.99 ]431 | 482 ]5.72 |795 !22 
6 2381 | 245 ]254 | 2.62 | 2.70 | 278 2931 | 301 | 321 ]330 | 341 | 354 | 371 | 394 | 4-26 | 4-76 | 566 |788 اوه 
2-21 231 240 249 | 258 | 266 | 274 | 289 | 303 |337 | 326 | 336 | 3-50 | 367 | مود ]422 | 4172 اریہ |781 |54 
7 |227 6 245 |253 | 262 | 270 | 285 )299 }313 | 3-22 | 3-32 | 346 | 363 | 386 ]4348 | 468 | 557 |777 |25 
21 2212111 |230 |239 تیج | 255 |270 | 284 | 298 ]307 | 317 | 330 | 347 ]320 | 4.02 | asi‏ | 5-39 | 7-56 اوو 
1.80 208023 211 23201 | 229 | 237 | 252 |26 |280 ]289 | 299 | 312 | 329 | رود |383 | )43 зав‏ ]231 ار 
0 1.731 1 ۱94 2031 212 220 235 | 2-50 2031 |272 ).2-82 | 295 | 312 | 334 | 3-65 | دنه | 4.98 kol лов!‏ 
8 ]1-53 | 166 1 186 195 | 203 | 219 ز 234 | 247 256 ]266 | 279 | 296 | 317 | зак‏ | 4791395 ]685$ 1501 
0 ۱-32 1 147 1 | 1-710 1-79 1-88 2-41 1 218 | 2:32 2-41 2:51 264 2:80 | 2 332° | 3:78 4:61 |663 56 

























































ш |‏ درب ہو ыш экем‏ 
| 
so ГЕТЕ‏ ق 60 ی بی تو مو فت ہو موب NNN‏ دن تن وم دن ون | 
٥8‏ ۸5 5۵ 28882 £888 و و و i‏ 
ته I‏ 
© وو یم حي шшш шш ооб OUD шт‏ 1 
annya тоозы gorug‏ و و وی بهن A ш оњ‏ 
8ه HBSS BESER 82-238 2355655٥‏ | 
i 2 |‏ 
ооо‏ میموحررم oomoo umite peepee‏ 
p @ 9‏ ید to‏ 83 وم بج وی سا رپ و و و و هو دص د بد اذ 
8 3 5 5 نه مدن SERINE 588585 araos‏ 
و 
MONON‏ هر حراج هراض جر ж Pa‏ بصن هن دن Q‏ 
SNE‏ دوو و ده جوع هرح من Qu‏ $ دعرمان و و و 
SERIES 83888 558‏ قاوےڈا مہ دد وع 
حي = 
Dom‏ ہی بی یی ھی кэк» miami mimm‏ 
احا ين اه پا ئ و وه مرج م гюмюш» EEE negy‏ | 
٤‏ 8 58 8 35 08 ۵ ع و ودج BEHR‏ 
عات | 
ف ављ ъъ» кезет namun мч‏ | 
حا سے تا مب چام ریا و وا په باب و هه to ç ъа‏ = 
خم5٧٧ пр ваза IBERE S2SSS‏ 
Ер‏ 
MMMM р 0 50 1‏ و وی эке paper р‏ 
овоо‏ ام م م دب эю озоны‏ ۰ 
RSS 858885 8‏ 5 و و و د 85825 
7 اه 
manse очо :‏ وحووہ وج مرجم 
بت ۵ ۶ و 2 ۵« ۵ کت 5 s‏ وم سر سر © о‏ ت و و و 
ري ONG VONG OON t ооф е‏ 
муч‏ 
۸ پر | 8 هام دوا соот‏ و ووو ттт‏ 
е‏ © سا © > — < په گا کت تم دم ъ‏ مو يی оо‏ 
زی sassa‏ 5و бшпк 8855 ТБ‏ | 
š‏ | 
ы - )‏ | وود поран manan ратая‏ | 
! رو с‏ په O‏ سر وت و په С‏ عن > دن بب کم وخ سم سر سا > 
Ф‏ ۵۶9 89888 ۵ هه ۵ و وب ساسا f‏ 
TE‏ = 
= پ | څک ود ووووهو عم ممه angan‏ | 
poney шыры =‏ يداح بر دح خا مه مه با نز ود ۱ 
Ë‏ | 78 د هه وه кше‏ نداائ 
=-= 
ç‏ ° 3 2 مر i anaana anunn пото‏ 
ها е‏ داي سر دن هر 8 و و 00 یہ بی л‏ حر ہام تن دن ka‏ 1 
Naade Š‏ ۷ ت ه5 ۵8:28 5 yeast‏ 
== 
annan amann атооч NIS | yw @‏ 
> کا دب يو عن و © و یو سر و 2 шо почо‏ 
зевай ۱ 2 288 95888 865889 U.‏ 
ч.‏ وت 
ы A а‏ | 89 وود مده ووه татат anana‏ 
Фф ж —‏ إن ى په سم کے + وڅ سو Ф‏ وو به به و یپ жь б л‏ حير 
Бае REBER FESR NEBRA j ñ‏ 
پچ == 
NINA | ы і‏ ستصووھھم مم سوس هو وه 
° کیپ о‏ بص په وو کہ مو بت Со‏ سر 2 © مو ید په یىی هوه هو خر 
و 2-8 8 BIRER SEIRE‏ ع 8 ٩‏ وچ 
~ 
| وت سر ہر 1 
c‏ پر | NOSEN‏ پوووھه وو ووه ووووو 
Š 5‏ | ای وه saara Togos grogg‏ 
ааваа BERE rar? БЕЙШЕ 1‏ | 
= == 
ы‏ | 55حھ anaman annos PSSN‏ 
е‏ ات ناه و © > ت ید یىی © t>‏ و و هي مو یہ بدا ооо‏ 
азаа REESE ۷3585 BESAR‏ 
== | 
w‏ | لو وم سسووو anana manana‏ | 
е‏ تع سر = نا ba‏ سر و ې و په په به و i‏ 
8ئ 598550 SES‏ و جج 
PPTP‏ 
ы‏ | و اوه nanga manos psonn‏ 
ъз‏ سر مو کچ د Фазы‏ عاف يد يذ بذ 
верв SESS BERIE‏ وو و ود 
я‏ 1 
م / 46 الاحصاء الرياضي 
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تابع الجدول -٩(‏ ب) 
099 = ((001) ,5 > ۶,۱8 



















































































5 з а в в т 8 ° 3 | وه | هو‎ | 1e دو 18 ٭‎ 20 
1 135.0 237.0 271.8 46 298.0 
2 19.02 30.68 34.81 | 35.43 37.95 
8 10.02 18.20 17.13] 17.53 | 17.89 | 18.22 18.52 19.77 
4 8.12 11.93 12.57 | 12.84 | 13.09] 13.32 18.53 14.40 
1 6.9в 9.97 10.48 | 10.70 | 10.89 | 11.08 11.23 11.93 
в в.33 2.30] 9.48 0.051 اوه‎ 9.95 10.54 
7 5.92 8.55| 8.71f 8.86 900) 9 12 9.65 
в 5.04 8.03| 8.18 8.31) 844] 855 9.03 
° 5.43 7.65} 7.78] 7.91] 803 8.57 
0 5.27 7.361 7.40 7.00 7.71 8.23 
5.15 7.13 7.25] 7.36] 7.48] 7.56 7.95 | 
5.05 8.911 7.06 7.17 7.281 7.36 7.73 
4.56 6.79| 8.10 7.01] 730] 719 7.55 
4.89 6.66 | 6.77] 6.871 6.00 705 7.39 | 
4.84 6.551 6.561 6.70 6.84] 6.93 7.26 
4.79 6.22} 0.35) 8.46] 0۵.581 6.66! 6.74] 6.82 7.18 
4.74 6.15 | 6.27] 6.38] 6.48] 6.57] 666] 6.73 7.08 
4.70 6.08 | 6.20] 6.31] 6.41] 8.50] 58| 6 65 6.97 
47 6.02 6.14 6.25 6.34 6.43 6.51 8.58 8.89 
4.04 5.97 | 6.09} 6.19] 8.28| 637] 645| 652 8.82 
4.55 5.81] 8.02 ۵.02 6.11} 6.19] 6.268] 6.33 6.61 
4.45 5.651 5.76] 5.85) 5.93! 6.01] اهمه‎ 614 6.41 
4.37 5.50 | 5.60] 5.69] 5.76 583) 590| موو‎ 6.21 
4.28 5.36| 5.45| 5.53| 5.601 5687] 573| 5.78 6.01 
4.20 5.21 5.20 5.37 5.44 5.50 5.56 5.61 5.83 
.64 | 4.12 5.08| 5.16] 5.23 5.29 | 5.351 5401 545 5.68 
تاک‎ ЖЫР 








تقریب 


توزیع الجیب القوسی 
قانون الترتیب 
توزیع محاذي 


بد بهیات 


نظرية بيز 


محاولات برنولي 


توزیع بيتا 


توزیع ثنائی الحدين 
نظرية ثنائی الحدين 


توزیع کوٹی 


الحلق زج ) 
مصطلحات رياضية واحصائیة 





-А- 
Additive property 
Alternative hypothesis 
Analysis of variance 
Applied mathematios 
Approximation 
Arc - sine distribution 
Associative 77 
Asymptotic distribution 
Axioms 

-B- 


Bay's theorem 
Bernoulli trials 

Best estimator 

Bela distribution 
Binomial distribution 
Binomial theorem 


~ 


Cauchy distribution 
Central absolute moments 
Central limit theorem 
Central moments 
Characteristic function 
Chebyshev's inequality 
Chi - square distribution 
Coefficient of dispersion 


Coefficient of skewness 


۹ 


Coefficient of variation امل الاختلاف‎ 


قانون الا بدال Commutative law‏ 
Complement _‏ 
متممة 
Complex number KARTA‏ 
فرضية مركنة Composite hypothesis‏ 
توزیعات مركبة Compound distributions‏ 
دالة مقعره Concave function‏ 
شرطي Conditional‏ 
توزيع Conditional distribution и Р?‏ 
احتمال Conditional probability gr‏ 
فترة ثقة Confidence interval‏ 
الدالة الزائد ية المندمجة Confluent hypergeometric function‏ 
دالة مرافقة ." Conjugate function‏ 
تقدیر متسق Consistent estimator‏ 
مصحح الاستمراریة 48 ۰ Continuity‏ 
مستمر Continuous‏ 
تقارب Convergency‏ 
دالة محدبة Convex function‏ 
صيغة الالتفافية 3 Convolution‏ 
معامل ارتباط Correlation coefficient‏ 
مجموعة قا بله للعد Countable set‏ 
تباین مشترك Covariance‏ 
منطقة حرجة Critical region‏ 
قيم حرجة Critical Values‏ 
دالة مولدة تراكمية Cumulant generating function‏ 
دالة التوزیع التراكمية Cumulative distribution function‏ 
ات 
العشیرات 58 0 
درجات حرية 58 Degrees of‏ 
دالة كثافة Density function‏ 


ҳач 








دالة كاما الضاعفة 

انقطاع ( عدم الاستمرارية ) 
متقطع ( منفصل ) 

تباعد 

منطلق 


کفاءه 

تقد بر کفوء 

маш 

مجموعة خالية 
حوادث ذات فرص متساویة 
مجموعات متکافئة 
ثابت اویلر 

حادثة 

تكرار متوقع 

التوزيع الاسی 

توزيع القيمة المتطرفة 


عزوم عاملية 

مجموعة منتهية 

تسطح 

نظرية الانعکاس ل فوراير 


توزيع كاما 
التوزيع الهندسي 
توزيع كامبل 


Digamma function 
Discontinuity 
Discrete 
Divergency 
Domain 
کے‎ 
Efficiency 
Efficient estimator 
Element 
Empty set 
Equally likely events 
Equivalent sets 
Euler's constant 
Event 
Expected frequency 
Exponential distribution 
Extreme value distribution 
МБ. 
Factorial moments 
Finite set 
Flatness 
Fourier's inversion theorem 
555 
Gamma distribution 
Geometric distribution 
Goodness of fit 
Gumbel distribution 


say 





توزیع لاپلاس 
قانون الاعداد الكبيرة 
مستوى المعنوية 
' دالة امكان 
ыш! шуы‏ 
توزیع مقید 
تركيب خطي 
التوزیع السوقي 
التوزیع اللوغارتمي الطبيعي 
قاعدة لوپیتل 


مفكوك مکلورین 


AL 


25 
Harmonic mean 
Hypergeometric distribution 


Idempotent law 
Identity matrix 
Incomplete 
Inequality 
Infinite set 
Inflexion points 
Intersection 


Interval estimation 


Joint distribution 
Kurtosis 


Laplace distribution 
Law of Large numbers 
Level of significance 
Likelihood function 
Limit theorems 
Limiting distribution 
Lincar combination 
Logistic distribution 
Log normal distribution 
Lôpital's rule 


Maclaurin's expansion 


Maps 


توزیع حدي ( هامشي ) 
دالة كتلة 

توقع رياضي 

نموذج رياضي 

امکان اعظم 

متوسط ( وسط ) 

انحراف مطلق ( متوسط ) 
وسیط 
منتصف المدی 

خلط التوزیعات 

منوال 

عزوم 

عزوم حول نقطة الاصل 
دالة مولدة للعزوم 
الاختبار الاکثر قوة 
توزیع متعدد الحدود 
ارتباط متعدد 

نوزیع متعدد المتغيرات 


حوادث متنافية 


توزيع ثدائی الحد ین السالب 
عروم لامركزية 

دالة غير متناقصة 

دالة غیر سالبة 

التوزیع الطبيعي 


فرضية العدم 


اختبار امثل 
مرتبة 
احصاءات مرتبة 


Marginal distribution 
Mass function 
Mathematical expectation 
Mathematical model 
Maximum 6 
Mean 

Mean deviation 

Median 

Mid - range 

Mixture of distributions 
Mode 

Moments 

Moments about the origin 
Moment generating function 
Most powerful test (M. P. T) 
Multinomial distribution 
Multiple correlation 
Multivariate distribution 
Mutually exclusive event 


-N- 
Negative binomial distribution 
Non - central moments 
Non - decreasing function 
Non - negative function 
Normal distribution 
Nuli hypothesis 


Optimum test 
Order 
Order statistics 


Aa 








متعامد 
في غير ذلك ( في احوال اخری ) 


معلمه 
توزیع معلمي 


توزیع پاریتو 
ارتباط шж‏ 
تد یب 

منظومة پیرسون 
التقدير بنقطة 
توزیع پواسون 
احداثيات قطبیة 
توزیع پولیا 
مجتمع 

قوة اختبار 

توزیع متسلسلة القوی 
منحنی احتماليی 
توخ الاي 
دالة مولدة احتمالية 
А‏ الاحتمالات 


الرقابة على الجودة 
تجزئات 
с\з,‏ 


انحراف ربيعي 
عينة عشوائية 


۳ عشوائي 
مدی 


sas 


Orthogonal 
Other wise 


Parameter 

Parametric distribution 
Pareto distribution 
Partial correlation 
Peakedness 
Pearsonian system 
Point estimation 
Poisson distribution 
Polar coordinates 
Polya's distribution 
Population 
Power of a test 


Power series distribution 


Probability curve 
Probability distribution 
Probability generating function 
Probability theory 

-Q- 
Quality control 
Quantiles 
Quartiles 
Quartile deviation 

aR 


Random sample 
Random variable 
Range 








رتبة 
А‏ ذات قيمة حقيقية 
صيغة التراجع 


فضاء المينة 

توزيع معاينة . 
اسالیپ معاينة 
تحلیل متسلسل 
فضلة المجموعة 
نظرية المجموعات 
دالة وحيدة القيمة 
فرضية بسيطة 
توزيع ملتو 

الالتواء 

فضاء 

انحراف معياري 
التقارب التصادفي 
الاستقلال التصادفی 
المدی القیاسی 
مجموعة جزئية 
مؤشر احصائی کافی 
متمائل 


توزيع متماثل 


Rank 

Real - valued function 
Recurrence 
Reliability 


formula 


Sample point 

Sample space 
Sampling distribution 
Sampling techniques 
Sequential analysis 
Set difference 

Set theory 

Single - valued function 


Simple hypothesis 


Skewed distribution 
Skewness 

Space 

Standard deviation 
Statistic 

Stochastic convergence 
Stochastic independance 
Studentized range 

Sub set 

Sufficient Statistic 
Symmetric 

Symmetric distribution 


SAV 








نظرية التقدیر 

اختبار الفرضیات 
تحویل 

توزیع مقطوع ( مبتور ) 


تقد بر غير متحیز 
غير مرتبط 
مجموعة غير قابلة للعد 
توزيع منتظم 

' الاختبار الاکثر قوة بانتظام 
اتحاد 
ДЬ‏ وحيدة ( فريدة ) 
المجموعة الشاملة 


تباین 
مخططات فين 


توزيع والد 
توزيع وايبل 


AA 


Theory of estimation 
Testing hypotheses 
Transformation 
Truncated distribution 


Unbiased estimator 
Uncorrelated 
Uncountable set 
Uniform distribution 
Uniformly M. P. Т. 
Union 

Unique function 
Universal ٤ 


Variance 


Venn diagrams 


Wald distribution 
Weibull distribution 


رقم الايداع في المكتبة الوطنية ببفداد toy‏ لسنة ۱۹۹۰ 
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دار ابن الاثیر للطباعة والنشر 
جامعة الوصل 


